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1.1 维 数 的 基本 概念 


自然 界 中 出 现 的 浅 如 云层 的 边界 、 山 脉 的 轮廓 、 雪 花 、 
海岸 线 等 “不 规则 ”几何 形体 ， 难 以 用 经 典 几 何 中 的 直线 、 
Jo HA. Jet ESR. 同时， 大 量 不 同类 型 的 极 不 规 
则 的 几何 对 象 常 常 出 现在 自然 科学 的 不 同 领域 中 ， 如 数学 中 
WARE) RT RAO RSIS, RAS Pe, UI 
中 临界 现象 与 相 变 ， 几 学 中 酵 与 蛋白 质 的 构造 ， 生 物 中 细胞 
的 生长 ,工程 技术 中 的 信和 导 处 理 和 了 曝 声 分 析 ……. 长 期 以 
到 ， 一 方面 人 们 试图 将 它们 纳 人 经 典 几 何 的 框架 中 研究 .但 
人 人们 发 现 ， 由 此 导出 的 模型 即使 在 近似 的 情形 ， 无 论 在 理论 
上 还是 在 实验 中 ， 均 难以 处 理 所 接 触 到 的 实际 情形 ， S —2y 
面 ， 人 们 已 注意 到 不 规则 集合 往往 能 提供 许 宪 自然 现 蒙 的 更 
好 的 描述 . 

80 ÆR, HB. B. Mandelbrot 所 创立 的 分 形 几 何 [1'*1， 
提 拱 了 研究 这 类 不 规则 几何 对 象 的 思想 ，、 方 法 和 技巧， 特别 
是 近 几 年 来 ， 这 一 新 兴学 科 在 数学 、 和 物理、 化 学 、 生 物 ， 医 
学 ， 地 质 、 材 料 、 工 程 技 术 …… 诸 学 科 中 已 得 到 广泛 应 用 . 
同时 ,不 同学 科 中 提出 的 大 量 问 题 又 刺激 了 分 形 儿 何 的 深入 
发 展 . 特别 庶 当 指出 的 是 分 形 几 何 的 诞生 与 发 展 对 整个 科学 
的 发 展 有 极为 重要 的 意义 ， 诚 如 Shlesinger 所 指出 : “20 t 


wy aR oo. CR ee pa, 


“2 Sy TE SL fat BE ^5 ni FH 


纪 的 后 半期 似乎 是 科学 与 数学 变 得 更 加 专门 化 的 时 期 ， 令 人 注目 的 是 ， 在 前 
一 个 10 年， 下 述 两 个 课题 使 上 述 趋势 得 以 六 转 : 非 线性 动力 学 与 分 形 上 几何. 
前 者 涉 及 到 运动 的 非 线性 确定 方程 的 一 般 行 为 ， 后 者 则 是 研究 自 相 似 或 自 仿 
射 对 每 的 几何 以 及 该 几何 上 的 动力 学 ， 两 者 均 已 应 用 到 一 系列 诬 刻 的 变 义 学 


科 的 问题 中 
本 节 将 对 下 述 问题 做 简要 的 描述 : 什么 是 分 形 维 数 ?它们 的 意义 是 怎样 
89? 不 同 的 维 数 差异 与 联系 是 怎样 的 ? 


ü, 
“ 较 


1.1 


1.1.1 Koch 曲线 


BMD ch BEEN, Sr Fe TL eT a SOM Re — 3 Ta tk 一 方 
x HE Ot SABE LAR; 另 一 方面 ， 这 类 几何 对 象 又 应 有 基 些 
好 ”的 性 质 ， 以 便 我 们 能 研究 它们 并 适合 于 应 用 的 目的 . 为 了 能 比较 清 
SAE RE, 我 们 先 考察 一 个 典型 的 分 形 现象 ， 即 Koch 曲线 ， 如 图 


-1 所 示 . 


E, 


FA 1.1.1 Koch ghee 


RE 为 单位 区 间 ， 以 Es 的 中 闻 三 分 之 一 线段 为 底 ， 向 上 帮 等 边 三 角 
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E, REEERE (保留 端点 }， 由 此 得 到 的 4 条 线段 组 成 的 图 形 记 为 E 
SE, 的 每 一 边 重 复 三 述 过 程 ， 所 得 到 的 折线 多 边 形 记 为 Eo. 应 用 同样 的 
FA, 我们 从 EQ -1 得 到 EQ. 34 & 趋 于 无 穷 时 ， 折 线 狗 边 形 序列 E, ECT — 
AAR HARE, PRA Koch 曲线 . 


1.1.2 Koch 上 申 线 的 特性 及 推广 


1. Koch t 3X &j ftt 


下 面 我 们 分 析 Koch 曲线 E 的 特性 . 

(i) 曲线 五 具有“ 细 结构 ”"， 亦 由 它 包含 对 应 任意 小 尺度 下 的 细节 ， 不 
管 取 多 么 小 的 尺度 ，60" 的 尖 角 仍然 出 志 ， 只 是 边 长 相应 碱 小 (注意 ， 用 上 上 
多 边 形 带 近 圆 时 ， 相 邻 边 夹 角 递增 趋 于 180")， 这 个 事实 表明 ， 曲 线 玉 的 复 
森 性 不 随 尺 度 的 减 小 而 消失 . 

(2) HR ERA RABI, MR BOE. ERE EE ge 
简单 几何 条 件 的 点 的 轨迹 ， 亦 不 能 作为 任 一 简单 方程 的 解 的 集合 ; 从 局 部 上 
4. 它 不 能 通过 切线 来 描述 【事实 上， 曲线 E 上 每 点 均 无 切线 ). 

(3) 曲线 的 “ 攻 度 ”为 无 穷 大 ， 而 “面积 ”为 零 ， 央 此 我 们 不 能 用 通常 
的 测度 来 量度 它 的 “大 小 ”， 

(4) 曲线 下 具有 局 部 与 整体 的 对 称 ， 它 由 4 个 与 五 相似 的 部 分 组 成 ， 
其 相似 因子 为 1 /3 ; 而 每 部 分 由 te MAS Eee, RAAT 
为 1 7 3? 的 部 分 组 成 ……: ， 上 述 对 称 性 亦 称 为 自 相似 性 . 

(5) 尽管 巨 具 有 复杂 的 细 结 构 ， 但 它 的 定义 非常 直接 . 特别 地 ， E 可 
以 由 简单 的 递归 方式 生成 ， 而 且 ， 它 的 逐 阶 和 迭代 E, BE 的 越 来 越 好 的 近 
e. 

我 们 看 到 ， 特 性 (1). (2) 和 (3) MET Koch 曲线 的 “不 规则 性 ”， 
而 特性 (4). (5) 则 给 出 了 Koch HAR “HUE”. 一 般 说 来 ,我们 所 
讨论 的 分 形 集合 都 具有 前 述 的 某 些 特性 或 是 它们 的 变形 . 因此 ， 我 们 的 研究 
对 象 妈 从 本 质 上 有 别 于 经 典 几 何 ， 同 时 亦 排除 那些 极为 不 规则 的 几何 形体 . 
下 面 进一步 分 析 特 性 (30 与 65), 并 可 以 看 到 它们 在 分 形 几 和 何 研究 中 所 起 
的 作用 . 

2. Koch 曲线 特性 的 推广 


Koch 曲线 具有 严格 意义 下 的 自 相 似 ， 即 局 部 经 过 相似 放 太 ( 沿 各 个 方 
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问 的 放 太 率 均 相同 ) 后 与 整体 重合 . FIRS RED EZE ppl. x Qm 
茶 种 意 儿 下 的 对 称 性 . 

(1) BRR. 该 集合 可 分 解 为 车 干部 分 ， 而 每 一 部 分 通过 一 个 仿 射 映射 
CARA TH MK RAT) 与 政体 重合 .图 1.1.2 是 McMullen 自 仿 集 的 
生成 方式 ， 

(2) 准 白 相似 集 ， 这 类 集合 的 任 章 小 的 部 分 经 过 交大 ， 再 经 光滑 扭曲 ， 
可 上 与 该 集 的 某 一 更 大 部 分 重合 . 例如， 由 F(z)= 0C wa&MmC 产生 的 
Julia 集 (图 1.1.3). 


= 
= 
& E, 
f= = BE HU 
T cmm FA cee: 
z= S= pE mz 
r F 


图 1.1.2 McMullen 自 仿 集 的 生成 方式 图 1.1.3 julia 集 
(3) 统计 自 相似 集 ， 在 Koch 曲线 生成 的 过 程 中 ， 若 每 一 尖 角 人 允许 以 相 
同 的 概率 向 上 或 向 下 生成 ， 那 未 它 的 极限 曲线 仍然 存在 并 具有 细 结 构 . 从 图 
1.1.4 EA, BWE H Koch 曲线 更 “复杂 ”( 实 际 上 它 更 接近 自然 界 中 的 
海岸 线 }， 但 该 集 在 下 述 意 义 下 具有 白 相 似 性 ; 它 的 任意 部 分 的 放大 与 整体 
具有 相同 的 统计 分 布 律 . 


i 2o oie e AGENS. 
Gd SIS Lacu » fits PL ed x t 
E ae ME nk ir adt Bape 4. lite i 
EUER. 2 X Em eR 


BR “分形 几何 概论 057 


E, 


E, 


E, 


图 1.1.4 与 海岸 线 相 似 的 曲线 

上 述 这 些 蚌 自 相 似 性 的 推广 ， 目 的 在 于 引进 局 部 与 整体 间 的 某 种 对 称 ， 
以 保证 所 讨论 的 分 形 集 有 一 定 的 正则 性 . 为 此 ，B.B. Mandelbrot 曾 建 议 把 
分 形 定 习 为 整体 与 局 部 具有 某 种 意 尽 下 的 对 称 性 的 集合 或 具有 某 种 意 交 下 
的 自 相 似 性 的 集合 )， 但 这 一 定义 明显 地 过 于 狭窄 ， 一 -方面 ，Cantor 集 从 理 
论 上 看 应 当归 入 分 形 集 (Cantor 集 定义 为 全 不 连通 的 完备 紧 集 )， 它 们 之 中 
许多 并 不 具有 自 相 似 性 . 另 一 方面 ， 品 声 分 析 中 出 现 的 天 量 售 号 曲线 亦 不 具 
AAA. Han, Ra. EAB. vA tees ， 这 些 图 形 均 为 严格 自 相 
Wl, 但 显然 不 应 归 人 分 形 集 . 
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1.1.3 Se 


B.B. Mandelbrot Züj iti G ARP 4d TÉ Bude ea PRA TER, HE. 
形 (form). Eli (chance), fEXE (dimension). AIH Uf 2E Jc BS f Be DE y 
枫叶 和 柳 叶 ， 因 为 它们 的 形 不 一 样 ， 大 们 亦 认 为 2 HADRON 
样 ” 的 ， 因 为 它们 有 相同 的 形 ， 前 面 提 到 的 自 相 似 性 提供 了 将 分 形 从 形 上 进 
行 分 类 的 一 个 工具 . 但 迄今 为 止 ， 对 分 形 的 形 的 刻画 的 研究 却 极为 缓慢 . 

从 图 1.1.1 与 图 1.1.4 可 以 看 到 , EH 1. 1.4 中 的 曲线 与 海岸 线 非常 相 
似 ， 而 图 1.1.1 中 的 曲线 与 海岸 线 相 比较 则 过 于 “规则 "， 这 种 差异 的 产生 
HATA HERRERA Re, AM eee A “ea”, 
可 是 更 为 自然 ， 对 于 这 种 复杂 性 究竟 如 何 刻画 与 量度 ， 就 是 维 数 所 应 解决 的 
问题 . 由 于 分 形 几 何在 现 阶 段 的 研究 中 ， 维 数 起 善 极为 重要 的 作用 ， 而 且 关 
于 维 数 研 究 的 结果 较为 丰富 和 这 和， 同时 ， 忆 前 在 各 种 维 数 的 使 用 中 存在 着 
一 些 混 谓 ， 因 此 ， 本 章 的 下 一 部 分 将 善 重 介绍 维 数 的 意义 、 引 和 的 目的 、 征 
此 间 的 联系 和 区 别 . 对 些 ， 我 们 常常 通过 对 具体 例子 的 分 析 来 加 以 说 明 . 

L. Hausdorff 2 4 


现在 回 到 Koch 曲线 的 特性 (31， 它 指出 Koch HRA A “HERE” 29 2637 it 
“THAR” AS. 注意 到 我 们 测量 几何 图 形 的 长 度 与 而 积 时 ， 分别 用 单位 长 的 
线段 与 单位 面积 的 正方 形 作 为 尺 上 典 的 单位 ， 击 线段 与 正方 形 的 欧 几 里 德 维 数 
分 别 为 1 52. 若 用 线段 为 尺度 来 测量 正方 形 ， 其 结果 为 无 穷 ， 说 明 所 用 尺 
HEX "A". 反之 ， 若 用 正方 形 为 尺度 来 测量 线段 ， 其 结果 为 零 ， 亦 即 所 用 
ROR HEX "m". 因此 , EM RSH, ARERR AMR RAK. 
特别 地 ， 在 经 典 几 何 中 ， 测 量 时 只 容许 用 整数 维 的 尺度 . 然而 ， 对 于 Koch 
Hae, 1 ERER "887, mi 2 ERA “#7. 因此 ,我 们 可 以 和 将 Koch 
曲线 想象 为 介 于 1 REG 2 维 间 的 几何 对 和 象 ， 从 而 应 当 用 非 整 数 维 的 尺度 来 进 
行 测量 . EF LIB BIA. Hausdorff 将 传统 的 维 数 概念 按 下 述 方式 推广 判 一 
Re HOSE fü SER. 

BA An 维 欧 几 里 德 空间 R* 的 一 个 子 集 ,* 250 为 非 负 实数 .为 测量 A, 
一 种 方式 是 :对 于 6 > 0, 我 们 用 直径 不 大 于 6 的 球 来 覆盖 4 .为 使 得 覆盖 中 重 
迁 产 生 的 损失 最 小 ,应 取 最 经 济 的 覆盖 ,而 相应 采用 “; SEU 尺度 . 随 着 5 威 小 ， 
我 们 所 得 的 测量 愈 精 确 , 这 就 是 s SE Hausdorff 测度 的 基本 思想 . 它 的 定义 如 


a i 2 
di. SC QUEE S aliit n 


BHR ae IL EIE 77 


下 : 

EMI. WE A CR" A-THR.RIU a SR" 中 的 可 列 个 子 集 , UU, 
的 直径 记 为 : 

LUI, = supidla,v) : xv, y € Ui. 
如 果 Wu DA, AIHER j. 1 U, (iz 0. BREUI s 为 A 的 一 个 个 TE. 
5. D] 
G(A)=inf US, 
其 中 inf 表示 对 A 的 所 有 6 覆盖 取 下 确 界 , 令 : 
GA) = lim CA). 

则 V/ CAO 称 为 A BIs HE Hausdorit 测度 . 它 是 一 个 度量 外 测度 131. 

进一步 可 以 证 明 ,对 任 一 集 A COR’ ,存在 唯 -的 非 负 实数 D(A), EH 
AL PRE: NR Os << Dela) A CA) = ooi Bi S& DAD < s, Bl] 
GCA) = 0.{8 Dy(A) BN A 的 Hausdorif 4%. AAR AHH. Du CAO 是 
HM A 的 一 个 合适 的 尺度 ,车 所 用 尺度 大 于 它 , 则 过 粗 ,否则 就 过 于 细 . 因 此 ， 
DgCA) 刻画 了 集合 的 复杂 程度 .从 几何 的 角度 看 , 则 表征 了 集合 的 填充 空间 
的 能 力 . 

注音 ,Hausdorff £E& ; 

Dul A) = supls : S (A) = wl= inf iA CA) = 0| 

GP (A) 可 能 为 一 正 有 限 数 ,在 这 种 情形 , 称 A 为 集 .这 类 和 集合 有 很 好 
的 几何 性 项 与 分 析 性 质 ( 生 ; 它 羡 可 到 零 或 无 穷 ,对 于 这 种 情形 ,我们 还 可 考虑 
使 用 更 组 的 尺度 1 . 

Hausdorlf 维 数 具有 于 述 基 素性 质 : 

性 质 1.1.1 单调 性 . xp ACB DCA) xz DCB). 

性 质 1.1.2 PSF Rt. DCU A) 7 sup Dn(A,). 

一 个 直接 椎 论 是 可 列 集 的 Hausdorff 维 数 为 零 . 

性 质 1.1.3 [Lipschitz 不 变性 . 若 闻 为 双 Lipschitz BHM, W] Dj(f(A)) = 
DylA)>. 

从 而 上 述 等 式 对 平移 ,旋转 及 相似 变换 均 成 立 . 

性 质 1.1.4 BAA Mn BE Lebesgue 测度 大 于 堆 , 则 DCA) = n, esi 


wd n XPSI. sS Gea hot g dE. 
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地 ,R" 中 的 任 -- 开 集 的 维 数 为 nn. 

从 上 面 的 讨论 ,我 们 可 以 看 到 Hausdorff HR Bel A PIR: 

(1) ii ib JL Xt RI HIRE: 

(2) 充斥 空间 的 能 力 ，; 

(3) Lipschitz 映射 的 不 变量 (因此 , 商 个 集合 的 Hausdorff 维 数 不 等 , 则 它 
们 不 能 通过 一 个 Lipschitz 映射 作 相互 变换 ) . 

为 此 目的 ,也 可 以 用 其 他 方式 针对 人 们 所 感 兴趣 的 性 质 或 实用 方便 ,引信 
其 他 的 维 数 . 易 知 ,对 同一 集合 ,不同 的 维 数 定义 可 以 给 出 不 同 的 值 , 看 起 来 很 
相似 的 定义 亦 可 以 给 出 非常 不 同 的 性 质 . 我 们 将 从 后 面 的 例子 性 会 这 些 区 别 
以 及 它们 徙 此间 的 联系 .作为 一 般 的 维 数 ,我 们 希望 它们 至 少 具 有 单调 性 ,有 
限 平稳 性 Lipschitz 不 变性 . 

2. Packing 维 数 

在 Hausdorff 维 数 定义 中 ,是 通过 巴 盖 的 方式 来 测量 一个 集合 . 作为 一 种 
"AHA" 方式 ,我 们 也 可 以 采 骨 填充 (Packing) 的 方式 , 亦 即 利用 互 不 相交 的 球 
来 得 到 一 个 集合 的 近似 测量 .具体 定义 如 下 : 

定义 1.1.2 VEA C R^,5 20,6 0.5 

PCA) = sup | SPU tu, | 为 一 列 中 心 在 
A 的 互 不 相交 且 直 径 不 太 于 S 的 球 !， 
HCA) = lim (A). 
此 时 PCA) AR diE— PSE E E Da SEP 3 re ee AE , E : 
OCA) = inf] Y PAD: F CUA, |. 


PCA) 称 为 4 BU s HE Packing 测度 ， 对 应 的 Packing HEM Dp( A) RM 

为 : 
Dp(A) = supl s: OC A) = wœ} = infi s: OCA) = Ol. 
ERA Hausdorff 维 数 所 具有 的 性 质 1.1.1 一 1.1.4 ， 并 且 满 足 : 
Dy(A) zx Dp(A). 

特别 应 指出 的 是 ，Hausdorff 测度 与 Packing WE, Hausdorff 维 数 与 Packing 
维 数 间 均 具有 很 多 有 意义 的 对 侦 关 系 '5' 引 . 

3E X.1.1.3 AH A 满足 Dn(A)= D(A), ME A ATE RE, 


BE ”分形 儿 何 概论 - 9， 


ENEA TEETE: BA, BOR, HASBPA-PFAENM 

f, W: 

DgCA x B) = D4CA) + Dul B). 
AE, FEAL AW Hausdorff 维 数 等 于 其 分 量 集 Hausdorff HERA, PIETE 
质 有 非常 重要 的 应 用 . 

3. 归纳 维 数 

我 们 常常 遇 铭 的 一 个 非常 重要 的 维 数 是 归纳 维 数 Dr 【 亦 称 为 拓扑 维 
S. 

对 于 大 们 所 处 空间 的 维 数 ，Hermann Weyl A FEES AAR.: “iN 
说 空间 是 3 维 的 ， 因 为 一 座 因 室 的 墙 是 2 维 的 ". 如 果 希 望 “ 因 禁 ”1 个 点 ， 
可 以 用 一 个 足够 小 的 立方 体 “ 因 室 ”"， 江 方 体 的 边界 由 6 个 下 方形 平 面 组 成 ， 
如 果 我 们 能 知道 这 些 面 的 维 数 是 2， 就 能 确定 立方 体 的 维 数 是 3， 于 是 可 以 
继续 想 合 ,一 个 “生活 ”在 这 些 扁平 的 平面 上 的 点 可 以 用 一 个 小 圆周 来 “办 
禁 ” 它 .因此 ， 若 我 们 说 立方 体 的 面 是 2 维 的 ,那么 就 需要 知道 一 个 阅 周 是 
1 维 的 .同样 的 分 析 ， 可 以 想 蒙 ， 生 活 在 圆周 上 的 点 可 以 用 2 个 点 作 和 的 “ 因 
室 ” 来 “ 因 禁 ” 它 ， 即 这 2 个 点 作为 “内 室 ” 的 墙 ， 从 而 我 们 就 需要 知道 一 
TARRE O0. RA, FREER RE LSC TRE Bo, DIET BET 
要 “ 因 室 ”的 围墙 (而 这 可 以 作为 0 维 集 的 合理 的 定义 ). 

基于 上 述 思 想 ， 集合 S 的 拓扑 维 数 PitS ) 定义 如 下 . 

定义 1.1.4 SASH, EM DS) =- 1; 设 衣 为 一 非 负 整数 ， 
我 们 称 DS) 去 上， 当量 仅 当 存在 S 的 - -个 开 基 ， 该 基 中 任 一 集 U 满足 
D;(2U ) mk-1, HOU 表示 UU 的 边界 . 

度量 空间 X 的 一 个 开 子 集 族 CRA XX 的 -个 开 基 ， 若 对 任 一 开 子 集 
ACX 5SHUÉxCA. FE UES, E +E UCA. WRI S D4CS)— 
ESAR DAS) XR [BD (Sx —1. HERB à, WA DIOS) 
mk, WHER D (5) =m. 

EB Fy shia XLBU ith ER, AE AR Eat: Ee, WA, 
AS 5R, W D,(S)=D,(R). 

此 外 ， 我 们 知道 Cantor RM dut fE S 9; 0. r£ Bg d ThE LS 1. OF 
Taj A Sh EA 2, oee . 进一步， 全 不 连通 的 集合 、 连 续 曲 线 、 连 续 曲 面 
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的 所 站 维 数 分 别 为 0，1I 与 2， 我 们 还 可 以 证 明 ;， DaD. 

我 们 可 以 按 扩 扑 维 数 将 R^ 中 的 集合 分 类 , 人 这 种 分 类 过 于 粗 了 . 例如 
平面 上 两 条 不 同 的 连续 曲线 ， 一 条 可 徽 , 一 条 处 处 不 可 徽 ， 可 是 却 有 相同 的 
拓扑 维 数 ， 人 然而， 直觉 告诉 我 们 ， 若 一 条 曲线 的 Hausdorff CRATE 
扑 维 数 ， 那 么 这 条 邮 线 应 有 一 定 的 复杂 性 . B.B. Mandelbrot 曾 将 一 个 集合 
A EUN AE, BI DSGCA) T D(A). 但 正如 我 们 在 开始 时 所 分 析 的 ， 上 
述 定 久 仅 强调 了 上 几何 对 象 的 不 规则 性 ， 从 而 其 对 象 过 于 上 广泛， 很 难 反 映 这 些 
对 象 的 共同 的 特点 ， 为 弥补 上 述 缺 隐 ， 并 考虑 到 Hausdorff 维 数 与 Packing 
维 数 间 的 对 偶 性 ， 以 及 当 上 述 两 种 维 数 相 同 的 集合 体现 出 的 正则 性 ，Taylor 
将 集合 A 定义 为 分 形 集 ， 如 果 它 能 满足 Dy(A)= Dp(A)> D(A). 当然， 
这 一 定义 是 基于 对 集合 特定 性 质 的 兴趣 而 引入 的 ， 此 外 ， 上 述 B.B. Mandel- 
brot KE Mik Ae: 一 方面 ， 如 前 而 指出 ， 对 得 过 于 广泛 ; 另 一 方 
面 ， 我 们 知道 Weierstrass PRI; 

Le (去 ) cost2" 2) 
的 Hausdorff 维 数 为 1, 但 它 是 -- 个 处 处 不 可 徽 的 函数 ,因此 ,尽管 Dn = Dr, 
它 仍 应 是 一 个 很 不 规则 的 几何 对 象 ,应 当 属 于 分 形 几 和 何 研究 的 对 象 . 

从 前 面 关于 三 种 维 数 的 分 析 中 ,可 以 很 铺 楚 地 看 到 ,它们 的 几何 属性 以 及 
它们 相互 间 的 一 些 关 系 . 同 时 可 看 到 ,不 同 的 调 量 方 式 对 应 于 不 同 的 测 景 目 
的 ,并 引出 不 同 的 维 数 . 

下 面 我 们 青 介绍 一 些 常用 的 维 数 ,并 介绍 它们 之 间 的 关系 .读者 可 以 细心 
体会 这 些 维 数 在 周一 个 几何 对 象 中 所 起 的 作用 、. 

4. Bouligand 维 数 


这 种 维 数 在 理论 及 应 用 上 均 有 重要 意义 . 它 首先 由 Bouligand 于 1929 年 
SLA, SP PRT a SE BE eA EP EH Kolmogorov Hi. 
不 少 文献 中 使 用 的 分 形 维 数 (Fractal 维 数 ) 常 指 Bouligand 维 数 .读者 可 以 根据 
上 下 文 加 以 鉴别 . 

FEM 1.1.5 WC ACC R^ EA SESS TSRLT NA) BEEN 0 BEC 
A 的 球 的 最 小 个 数 , 则 A 的 上 .下 Bouligand 8E) Bg X A: 
logNs(A)} 

—logd ' 


ACA) = lim 
a0 


edict des eo SEEDS SERS 


Cae na ee nr te 
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logNs (A) 


8(A) = lim 7s 


$-ü 
BARR ACA) = SCA), RASA A A 的 Bouligand HER, H iA Dal A). 
Bouligand 维 数 除 具有 前 述 Hausdorff 4 RAPER 1.1.1 «52.2.3 51.1.4 ELA, 
还 具有 下 列 特 和 性: 

(1) 有 限 平 稳 性 : DlA, U Az) = max|Dp(A,),Dg(A2)}. 

(2)DatA) = D(A), A 表示 4 WAG. 

特性 (2) 指出 ,可 列 集 的 Bouligand 维 数 可 以 不 为 零 .事实 上 ,对 有 理 数 集 
但; 我 们 有 Dg(Q) = 1. 

(3) Dg Ze Dp > Dy z Dr. 

注意 , 在 许多 情形 下 , 上 述 维 数 并 不 相等. 着 ACAD z OCA), 在 对 
Bouligand 维 数 做 数值 计算 的 时 候 , 要 特别 注意 这 一 点 . 

这 一 特性 亦 说 明 ,Bouligand 维 数 较 Hausdorff 维 数 更 * 细 ”. Bouliband HE r 
WA FEFE: 

XE X1.1.6 ”车 我 们 用 NN,(A}(i = 1,2,3,4) 分 别 记 :半径 译名 为 8 的 可 
覆盖 4 的 集 的 数目 , 边 长 为 6 89D BOGS A 的 = 维 立方 体 的 最 小 数目 .与 A 相 
交 的 平行 网 中 的 立方 体 的 数目 ,半径 为 9 互 不 相交 的 中 心 在 A 上 的 球 的 最 
大 数目 , 则 Bouligand 维 数 为 : 


log Ms CA) 


D i = 1,2,3,4. 


Dal A) = lim 
Eo FP PRAT EY AR, EE DIRIGE X. 
Bouligand 维 数 还 可 用 下 述 方 法 引信 CRB BABY Minkowski), EAA XE 
明显 的 几何 意义 ; RARER A 的 距离 不 超过 的 点 的 集合 【该 集 称 
为 入 的 Minkowski FAK), (Ate) |, BAR ERS n 4 Lebesgue WEF. HA 
A—TS, WIA), Stet, c0. HA H-AERH-ARERM, 
WW ACe) |, HF et, nnm 如 些 思路 引导 我 们 通过 乘积 ee "ACL, 的 
临界 指数 来 定义 维 数 . 可 以 证 班 : 
Dal A) =infio:e "| Aled 1, — 0] 


-ipfa - (PLA a], 
10 loge 


上 述 公式 在 确定 Bouligand 维 数 时 往往 很 方便 . 
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FARIDAH- T PIF LH Bouligand 维 数 与 Hausdorff ERY AY 2 H. 

考虑 平面 上 的 螺 线 o- F(8), 0220, 74 0 RATER, o AF 0. 
某 些 曲线 ， 如 p 一 (1-6) 非常“ 迅速 ”地 赵 于 零 ， 而 另 一 些 曲 线 与 p = 
[log (2+ 00] | “8208” HBTS. 后 者 有 填 满 其 点 邻 域 的 趋势 ， 在 这 种 意 
交 下 ， 这 些 慢 速 曲线 类 似 于 局 部 2 维 的 集合 . 

容易 看 到 ，[- 述 曲线 的 拓扑 维 数 、Hausdorf 维 数 以 及 Packing 维 数 均 为 
1， 从 而 不 能 用 这 些 维 数 米 对 螺 线 进行 分 类 . 亦 即 这 些 维 数 太 “ 粕 "， 友 之， 
前 面 引信 的 Bouligand 维 数 更 细 些 . ELE, 我们 可 以 证 明 ， 当 曲线 r R 
BREXGEBI, D,( rw KEL, 2]; 螺 线 速度 越 慢 ， 其 Bouligand 维 数 越 大 . 
LEO FAR, MERE Dj= Dp = D; 的 集合 ， 仍 了 可 具有 我 们 所 要 求 的 尾 
意 程度 的 复杂 性 . 因此 ， 在 描述 一 个 集合 的 复杂 性 时 ， 往 往 依赖 于 所 选择 的 
维 数 ， 在 一 种 维 数 下 为 整数 时 ,在 其 他 的 维 数 下 可 能 为 分 数 ， 另 -- 个 容易 理 
解 的 例子 是 区 间 [0,1] 中 的 可 列 集 ， 在 此 情形 ，Dp = Dy 一 Dr=0, 但 Ds 可 
E[0,1]rPmfrx fà. 

5. Steinhauss ££ & 


Steinhauss 从 另 一 角度 来 描述 半 面 有 界 曲 线 ， 并 引 人 和 人 下 述 Steinhauss 维 
数 : 

我 们 将 {(z ,yw) 平 面 上 的 直线 D 用 法 线 式 表 示 

rcos8 + ysind — p = 0, 
0x:8«2-, p20, Kili, Fale, o) E RS Lebesgue 测度 诱导 出 平面 上 直线 
作成 的 集合 上 的 一 个 测度 dD =dédp. 

定 尺 1.1.7 设 卫 为 平面 (zyy) 上 一 条 局 部 可 求 长 的 曲线 ， 令 日 = 
UMAGTMAMN RANKS, 0, HOT PHA 个 交点 的 宜 线 的 案 合 
(zi), 最 后 令 W-mQ), We=m(O,), EA, m 表示 前 述 直线 集合 
上 的 测度 ， 曲 线 下 的 Steinhauss 锥 数 定义 为 : 

D.(P) =inffa 22 1: > AW < œ| 


2-2] 


-supla mdi: ews = oo |. 


ker] 


HH, RAT ABE, BL RAR AK, W: 
LUD) = lY W,. 


BI 
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从 而 ， 对 于 一 条 不 可 求 长 曲线 ，Steinhauss ERRAK, M- ARH AR 
{它们 的 交点 的 数 旨 很 大 ) WRK. 

在 很 雪人 情形 下 ，Sieinhauss 维 数 比 Bouligand 维 数 更 细 ， 而 对 于 相当 大 一 
XRRR, EE P E gA f. 

6.  Menders-France 4# 


HTELA, FAR ROW, DR BEBE X Steinhauss SF 
HA. BEE, APEI APREA Bouligand 维 数 ， 因 此 还 必须 引 和 人 另外 的 维 
数 . F Aie Menders-France 维 数 的 定义 ， 

2Mé¢1.1.8 今 丁 为 从 原点 出 发 的 局 部 可 求 长 的 无 界 曲 线 ， 六 为 从 原 
点 出 发 的 局 部 下 求 长 的 曲线 ， 以 OK, Rar, HOHE, ACK AK, 的 边界 ， 
天 AT, 的 e- Minkowski #774, M rAd, F Mendes ~ France 维 数 定义 
为 : 

Du(T) = lim lim SE pt L, 

其 中 |3K, | 表示 CK,) 的 长 度 . 

上 述 维 数 可 取 遍 [1,2] 中 的 任意 值 ， 它 的 几何 意义 是 明显 的 . 

注意 ， 前 述 平面 曲线 的 维 数 经 常 出 现在 物理 问题 (如 生长 、 渗 流 ) BIL 
何 测度 与 数论 问题 中 . 此外， 对 于 不 辐 的 蕊 何 对 象 可 采用 不 同 的 测量 方式 ， 
而 引 人 不 同 的 维 数 . 另 一 方面 ， 即 使 是 同一 所 和 何 对 象 ， 亦 可 以 引 和 人 不 同 的 维 
煞 用 以 刻画 它 的 木 同 的 几何 性 质 . 特别 地 ， 当 不 同 的 维 数 取 相 同 的 值 时 ， 它 
往往 体现 出 一 些 正 则 的 性 质 ， 而 所 取 值 不 同时 ， 这 些 性 质 表 现 出 一 定 程 度 的 
RZ. 

为 了 进一步 说 明 引 人 维 数 方式 和 维 数 的 作用 ， TERA ie Lae 
数 ， 这 些 维 数 在 实际 问题 中 亦 常 常 明 到、. 

7. Besicovitch - Taylor 维 数 


把 Besicovitch — Taylor 维 数 记 为 Darl BERRES MERAH H 
现在 物理 、 生 物 与 化 学 等 问题 中 ， 
我 们 先 考 虑 1 BATE. 
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定义 1.1.9  & S 为 区 癌 [0,1] 的 亲子 集 ， 那 么 [a,5]\ S 为 开 集 , € 
可 表示 为 可 列 名 个 不 相交 开 区 间 tLe HR, hie ele, b] S 的 一 
个 填充 ,我们 希望 通过 Li RES. BE 1, 按 长 度 递 减 排列 ， 并 设 
L 的 长 度 | 11= x,， 则 SS 的 Besicovitch-Taylor ERE MH: 


Dar(S) = infla: ut < of, (1.1.1) 


Mili Dep ERT S 的 余 集 的 填充 速度 . CA FERME: 
58 1.1.10 Dep WE RH: 


logn 
o 


Dgr 5) =lim sup i 
n logu, 


= lim sup[ 1 — (log De Hogu;! | 
= lim sup logn (logn — log 32). 

特别 地 ， 荷 3 BU Lebesgue 测度 为 零 ， 则 Dar = Dg. 

注意 ,下 面 将 看 到 ， 我 们 的 兴趣 在 S 有 非 空 内 点 的 情形 . 

AUT 1 维 的 情形 ， 可 以 考虑 高 维 的 推广 ， 现 以 2 维 为 例 ， 此 时 ，5S 的 
余 集 应 由 2 维 图 形 来 代替 ,长 度 用 直径 来 代 苦 . 这 些 图 形 的 选择 不 叭 一， 但 
应 具有 一 定 的 正则 性 . Ain, RINT HRA 2 "的 平行 线 {包括 坐标 
Th) 构成 的 2 格 ， 即 边 长 为 2-* 的 正方 形 族 ,这样 的 正方 形 称 为 网 格 . 作 
为 初始 区 域 ， 首 先 取出 Uo 为 包含 S 的 最 小 的 网 格 ; 然后 U 为 Uo-S 中 
的 最 大 的 网 格 ; 再 取 U 为 Uo-S- Ul 中 最 大 的 网 格 …… . GUL Unire 
表示 相应 的 网 格 的 直 冬 ， 则 可 用 (1.1.10 式 来 定义 Der. 

前 面 已 指出 ， 当 5S 的 Lebesgue WE WER, Dar = Dg. 但 在 实际 问题 
中 ， 常 希 要 考 虚 内 点 韭 空 但 仍然 非常 复杂 的 集合 ， 例 如 入 体 血 管 系统 ， 它 不 
WAR, HAS d& HEMITH SR. 

Darf) 53 Sie Mba TAB xx 26 Se d BART: 

定义 4.1.11 sr 可 定义 为 : 


1, -— 
Der(S) = d ~ lim E1914 (1.1.2) 


<0 loge 


其 中 og 为 空间 维 数 ，| |, Ard AE Lebesgue SEHE, S S Ke- Minkowski 平 


Se oto. “Hoar! sS an 
odo dE oic ERE codd 
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HE C1.1.2)35 5E XL BO HEURE ERR S S 的 外 容量 维 数 . 

d; SÉ) Lebesgue 测度 大 于 零 , 但 S$ 为 无 外 稠密 ( 即 每 一 球 包 含 余 集 中 
的 点 )， HA, S-25. HDer(S)=d (= D= Dr), 这 样 的 集合 通常 称 为 
厚 分 形 . 

在 实用 中 ， 例 如 在 多 和 孔 材 料 的 研究 中 ， 常 考虑 相对 于 一 个 给 定 的 集合 
UMS 的 维 数 ， 它 定义 为 : 


og 1 S N U I, 
log e 


并 等 价 于 计算 包含 在 URAS 的 余 集 所 相应 的 Dar 值 ， 这 一 维 数 依 赖 于 S 
SU, #7ROS d PERE. 

当 S 有 内 点 ,特别 地 ， 当 S 为 一 有 界 开 集 的 闭 包 ， 此 时 SOS, HE 
Der S&D OS). WRIS 为 一 光滑 曲线 ， 等 导 成 立 ， 对 于 一 般 的 情形 ， 
我 们 可 以 举 出 例子 ， 使 对 于 任意 tssy< ts2， 有 ， 

Dagr(S) = s, Dg(9S) = r. 

8. Fate 

HEERA D,， 并 定义 如 下 . 

定 兴 1.1.12 E Si, c. S,: Ri 一 Ra HBR AHR PE HE 
c, <e <E, i=l, +, k, BEIXHEEOLCR', 4; 

1 Si(x)- S(s)I-m e im-7pyl. 
在 上 述 条 和 件 下 ， 可 以 证 明 ， 存 在 唯一 的 紧 集 FOR, (B4. 


Degeri S, LU) = d m lim 


由 


P=US(P), 
集合 下 称 为 (严格 ) 自 相 似 集 容易 证 明 ， 存 在 唯一 的 正 实数 ;， 使 得 : 
Ye = 1. 
数 * RAF 的 相似 维 数 ， 特 别 地 , 若 cj =… = c=+， 则 : 
"m log£ 
Y 
log — 


EI (atn cc PRR BA, 


-l-> AE JL fep G Ej Tr HH 


相位 比 为 上 【如 雪花 曲线 Cantor R) 等 . 
如 果 OS, (r— 1, ce. RO 满足 开 集 条 件 ， 亦 即 存在 开 集 VCR’, 全 得 
SCV)CV,B Ssv NASOD, izj, WAR: | 
D,(F) = D(F) = D(F). 
9. Fourier 维 数 [3] 
B x R^ 上 的 正 有 限 测度 ， 则 p 的 Fourier 变换 定义 为 : 


hlu) = | cox dau dC, r € Re 


3EX 1.1.13. SEAR WIESE, CH Lebesgue WERF, BA, E 
的 Fourier 42 RUE X AJ.: 
D,(E) = supia:u — ©, 40, nM RED E, 


Hop (uw) = ol VĒ). 

RIB, D.CE)S Dyl E). XP E À Cantor = 47, MDE) < 
Du(E). AH RS, ZR R PRAN R7*!, "CR Hausdorff 维 数 不 
改变 ， 但 它 的 Fourier H $O AE. 因此 ,一 般 说 来 ,这 两 个 维 数 不 相等 
(两 者 相等 的 集 称 为 Salem 集 ， 它 是 调和 分 析 中 很 重要 的 一 类 稀薄 集 ). 

从 定义 可 以 看 到 ， 集 合 的 Fourier 维 数 是 通过 该 集 所 支撑 的 正 测度 的 
Fourier 变换 的 渐 近 性 态 来 刻画 的 复杂 性 ， 

10. SEAM 

容量 维 数 记 为 DU. REAR PRE, p HUE 为 支 集 的 正 有 限 测 
HE. WRA: 

LG = Jf, , ARMED < o, 0« a« d, 


Fr- | 
则 我 们 称 e 对 于 1x1-“ 有 PM PIE E 能 支撑 一 个 对 于 |x| “有 有 限 能 
量 的 非 零 正 测度 ， 则 我 们 称 下 有 正 容量 ， 并 记 为 Cap, E>0. 
定义 1.1.14 EMA BERD EES: 
Dc(E) =supja:Cap, E > 0} 
=infla:Cap,£ = 0}. 

Hark, AMAR DCE) E Hausdorff Z& fi HT Ete X, IEP DYE) 
=DelE). 


i - < ‘ 
pke l E es, o “gate tty COE 
ey Sd SAM e cs a BR 2S a ei 
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由 于 容量 的 研究 涉及 到 势 论 技巧 ， 特 别 是 容量 维 数 的 估计 可 以 转化 为 积 
分 的 收 化 性 问题 ， 因 此 在 维 数 的 估计 中 ， 它 占有 重要 的 地 位 . 

11. — mid 

JEX 1.1.18 Be WR 上 的 概率 测度 ， 则 a 的 Hausdorff SER Dg 
ELA: 


Dye = infi DjCE): s CE) = 1|. 

frg DUGCTEOU E P. WERA Dus DE). 558—375 08. E BUT EH 
上 述 丰 等 式 中 的 不 等 号 可 严格 成 立 . 

测度 的 Bouligand 维 数 、 Packing ££ 3& nf 3 i: 2E fol B8 Jp AGE X. 

在 动力 系统 以 及 吸引 子 理论 中 ， 由 于 常常 通过 自然 的 方式 伴随 一 个 不 变 
测度 ， 因 此 常常 通过 测度 的 维 数 的 研究 来 讨论 相应 的 吸引 子 . 

注意 ， 从 测度 的 Hausdorff 维 数 的 定义 中 可 以 看 到 ， Di 2 8] VA C p 
的 最 小 集合 的 Hausdorff 维 数 . 

RESP, Dye 常常 EE. Liapunov 指数 系 密切 联系 . 


1.2 分 形 几 何 中 的 若干 重要 问题 


H 80 年 代 后 期 以 来 ， 分 形 几 何 及 其 相关 领域 取得 了 非常 丰富 的 成 果 ， 
限于 篇 幅 ， 我 们 在 此 只 介绍 其 中 的 一 部 分 . 关于 重 分 形 测度 分 析 以 及 测度 的 
分 形 理论 ， 将 在 第 二 章 中 详细 讨论 . 


1.2.1 自 仿 集 的 维 数 估计 


1981 年 Huchinson $ FIRA ASIA EWH.: 

7EX1.2.1 EDAR PATE. WHS: D--D RA D EB EER 
射 ， 若 存在 CER, O<c< 1, fBf&iS(x)- SC) xir yl, «, yED; 
当 上 述 式 子 中 等 号 成 立 , BIIS(Qx)- Siy) m clz yl, WS KAHL OR 
射 . 

战 定义 可 以 看 到 ， 相 似 映 射 沿 各 个 方向 的 压缩 率 相同 . 

WBo-le.c. eu 为 一 有 限 压 缩 族 ， 戎 对 于 任意 1， Spm, 

lelel—-@e(sdlsaglr-yvi, r.» € DOS ee, « I. 
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Huchiuson 诞 明 大 在 唯一 非 空 紧 集 乒 ， 使 得 : 
F = 上 UpF， (1.2.1) 


集 下 称 为 压缩 族 唱 的 不 变 集 , 它 往往 是 分 形 集 .特别 地 ,如 果 所 有 的 p, WAAR 
个 压缩 , 则 下 称 为 自 相 似 集 . 自 相 似 集 是 日 前 研究 得 较为 深信 人 的 一 类 分 形 集 . 
为 叙述 关于 自 相 似 集 的 主要 结果 , 先 引 人 “ 开 集 条 件 ”: 

若 存在 非 空 有 界 开 集 Y ,使 得 : 


(Voy eV. 
Q)eV(|evz-zQO.iixj 
JU ER FE MN UK D 满足 开 集 条 件 . 
定理 1.2.1 设 pisi Pn 为 一 族 满足 开 集 条 件 的 .压缩 系数 为 c, 的 相似 
West. 
(i) dim,F = dimpF = dimgF = s, 其 中 ;由 下 式 确定 : 
Sle = 1, (1.2.2) 


今后 ， 以 下 记号 将 同时 使 用: dimy=Dy. dimp=Dp, dimy = Dg. 

Gi) FAs, 即 0< H'CF)« oo. 

自 相 似 集 许多 深入 的 性 质 均 基于 上 述 定理 ， 另 外， 自 相 似 集 有 许多 类 型 
的 推广 ,但 均 要 求 各 个 方向 有 相同 的 压缩 比 这 一 条 件 ， 一 个 自然 的 推广 是 沿 
不 同方 向 有 不 同 压 缩 压 比 的 线性 上 映射， 由 此 产生 的 由 (1.2.,1) 式 定义 的 不 变 
RRA ATR. 

仿 射 变换 记 为 p= T5, HP TAR" 上 的 线性 映射 ，5 AR 中 的 向 
E. 


B. B. McMullen 于 1984 年 考虑 了 下 列 类 型 的 自 仿 集 ; 

H Eo 为 单位 正方 形 ， 户 ，9 AERX, pcg. WH Eo 分 为 pxg 个 
AKAI p 与 1 Vg 的 相同 的 长 方形 ， 在 这 些 长 方形 中 选择 若 于 个 ， 构 成 
Ey. BN, 为 以 这 种 方式 从 第 j 列 中 选 出 的 长 方形 的 个 数 ，1 扎 j 帮 pp， ME: 
出 发 ， 重 复 上 述 构 造 ， 得 到 ，;， 等 等 ， 息 设 按 这 种 方式 所 得 到 的 极限 集 为 
E, WEX ARSE {读者 可 用 类 似 于 自 相 似 集 的 语言 来 定 久 上述 McMullen 
的 构造 ) - 


Ve carb tera. + FEL gr 
、 LL 200 CEA Aa c 


D aos a 
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定理 1.2.2 ”对 于 用 上 述 方式 构造 的 集合 E, RA: 


P 
log{ ` N vee } 
dirig E "y t 
LY 
lo (+ N, 
dim, E = log Pi V i-i 
B5 log $ logq 


其 中 pi ABA E, 中 一 个 长 方形 的 列 的 数目 . 

从 定理 1.2.2 可 以 看 到 ， 对 于 McMullen BB, — ABU, dimyE = 
dimsE .此 外 可 以 证 明 , #4 dimgE = dim,E, W E Es E. 因此 ， 妈 使 对 于 
生成 结 枸 非常 简单 的 自 仿 集 而 言 ， 它 的 结构 远 比 自 相 似 集 复杂 .， 另 一 方面 ， 
Falconer 在 1988 FEAT FRAR: 

定理 1.2.3 VE y, — T, t 5, ARAN RRR, lsjcm, F 为 对 应 
TED RA BD RUE A C n, bn) € R” (Œ nm HE 
Lebesgue WIE RMP), A: 

dim, F = dimg F. 

我 们 注意 到 ，R" 对 于 am È Lebesgue 测度 ， 其 测度 为 零 ， 因 此 不 适用 
FR 的 集合 的 讨论 ， 

Lalley 与 Gazouuras 于 1992 HEr T McMullen 的 结果 ， 他 们 的 构造 如 


F. 
Aple} = at 
0 b, d; 


R: 
为 一 族 仿 射 压缩 映射 ， 其中: 


EM 
Üca,€«5,«1, DRZI, 
r-l 


l-d,, 26, Qe, Se, COU te, X E, 
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77 
Z 


图 1.2.1 {Aa Fe sa oe 
5E38 1.2.4 HP ALAA RRR RHEE. SEDE RET A: 


(0 S» € Rio — 1,80: 
neu 
> 2, Pa, mV t= 1; 
1 


rob ye 
(i0 F &5 Hausdorff 维 数 为 : 
5 Djp log ps 


i i 
dimyF = moe] t + No loge DLL 
>) brloga, ~ 7, 989. |S plow, 
75 7 


1 L 

` >), loga,, d , 

ata AT dR 上 的 所 有 满 是 9， = Dp, BERSA i pl 而 取 的 ; 
GD 下 列 几 个 式 子 等 价 : 
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(a) dim,F = dimpEi 
(b) 0 < H?"W(F) < œ, 
(c) NL = lud Pm. 


尽管 Lallen 等 人 的 结果 在 很 大 程度 上 推广 了 McMullen 的 结果 ,但 与 一 般 
的 仿 射 压 问 了 映射 相 比 较 , 仍 有 很 大 限制 .另外 , 维 数 的 硼 达 并 非 显 式 给 出 .定理 
1.2.4 的 证 明 涉 及 到 动力 系统 中 的 一 些 技 巧 与 精细 的 统计 ,得 证 明 宛 长 ,我们 
Ms. 


1.2.2 2 Br WE 


对 于 R" 中 的 光滑 几何 对 象 , 我 们 可 以 通过 该 儿 何 对 象 上 的 点 的 微分 来 刻 
道 该 点 的 局 部 性 质 . 对 于 R” 中 的 分 形 集 , 无 法 使 用 该 工具 .为 了 刻画 一 点 附近 
的 局 部 性 态 ,一 个 自然 的 想法 是 通过 支撑 该 集 的 正 有 限 测度 来 进行 分 析 .经典 
的 Lebesgue 定 理 告 诉 我 们 ,对手 一 个 Lepbesgue 可 调集 ,密度 几乎 处 处 存在 并 筹 
于 1. 由 于 在 整数 维 的 情形 ,Lebesgue BEBE 5j Hausdorff 测度 等 价 , 因 此 对 手 一 
个 了 集 , 人 们 自然 希望 兰 虑 它 的 BE Hausdortt 测度 作为 该 集 的 支撑 测度 来 研 
F. 

先 回忆 一 些 有 关 密 度 的 概念 . 

定义 1.2.2 WECR'"—TsfR,Ossszn.t B,(Cx) WU x(€ E) 
为 中 心 ir 为 半径 的 闭 球 ,在 点 zx 的 上 .下 (球面 ) 密度 分 别 定 义 为 ; 
HCE N B(x) 

(2rj' 


D'(E,r) = lim 


与 
HE NN B.C) 
(2r) 


DUE x) = lim 
WR DCE, 2) = D'(E,z), 则 称 在 x 点 的 密度 存在 , 并 且 记 其 公共 值 为 
DCE, 2) , 称 此 公共 值 为 x 点 的 密度 ， 
密度 的 性 质 在 分 形 几 何 的 研究 中 起 若非 常 重要 的 作用 ,是 目前 最 有 用 的 
工具 之 一 性 . 
Ns 为 非 整数 时 ,密度 一 般 不 存在 , 因此 我 们 希望 知道 EP CE AB, (n)) 
A(27)' 在 上 下 极限 间 如 何 振动 ,它们 的 平均 性 态 如 何 .为 回答 上 述 问题 ,类 似 
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于 Cesaro 求 和 ,可 以 按 下 列 方式 引信 在 点 工 的 2 阶 上 .下 密度 
HE HG: ey 
T 


DjCE,x) = lim 


一 加 


, 20 L[T HG e 70) 
DY E.x) = him F), - 


若 上 .下 密度 相等 RTE x 的 2 阶 密度 存在 (其 值 为 上 述 公共 值 ). 

确定 一 个 分 形 集 的 2 阶 密 度 是 否 存 在 是 一 个 困难 的 问题 ,T. Bedford, M. 
Fisher Æ K.].Falconer 等 人 利用 动力 系统 的 Bowen 理论 .概率 诊 以 及 小 波 恋 
换 等 技巧 确定 了 下 列 几 类 典型 的 分 形 集 的 2 阶 密度 . 

1. Mh Cantor Æ 

BF 2 [0,1129[0,1] 080—444 BR. go pi:J 一 了 为 满足 下 述 条 件 的 两 
个 映射 

(1) p0) = 0,@,(1) = 1, po CJ) 门 eW)=2; 

(2) 9o, pi FEMMRERE A Cl" 阶 微分 同 肛 5 即 它们 的 微分 满足 r 阶 
Holder Æ $F); 

(3) FEER a BOK a < P< L1, ERRAR x» 6€ IUE. 

a <I Dlr) I< B, ¿i = 0,1. 


注意 ,条 件 (1) 蕴含 popi 保 方向 ,从 而 Dog > 0, Dg, > 0. 
类 似 于 自 相 似 集 的 讨论 ,映射 m,9 唯一 确定 一 非 空 紧 集 C = Coo. qi) 
WE: 


dt, 


C= go COO U gfe). 
集 C 称 为 双 曲 Cantor 集 { 因 条 件 为 一 双 曲 人 性 条 件 ). 工 ,Bedferd 与 M. Fisher 证 
BY CAs RHET 五, 对 几乎 所 有 的 和 EC,2 阶 密度 存在 且 等 于 常数 . 
2. 1 # Brown 运动 
男 一 个 典型 的 例子 是 HE Brown 运动 Wi EF Brown 运动 的 定义 ,可 
查阅 有 关 书 籍 }. 设 : 
Cw = 1#220: W(t) — 0| 
为 Wr) 的 零点 集合 ,那么 Cw 对 于 Wiener A BE JL SE E SR EE F Cantor 三 分 
Æ., HE Hausdorff £8 379 172 .然而 ,Cw 891/72 维 Hausdorff 测度 为 零 , 即 Cw 
不 是 1 人 2 集 . 为 此 ,在 Hausdorff 测度 的 定义 中 ,将 2! ^? FH[2:loglog(1 7:)]! /? 
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代替 ,由 此 亦 可 得 到 Hausdorff 型 的 测度 ,该 测度 对 于 Cw 而 言 , 基 正 有 限 的 ,从 
而 我 们 仍 可 对 此 测度 引 人 和 人 上、 下 密度 的 概念 .T.Bedford 运 用 了 标 度 流 . 局 部 时 
的 技 瑟 ,证 明了 二 阶 密度 的 几乎 必然 存在 性 ,并 确定 了 二 阶 密度 的 值 . 

此 外 ,还 引入 了 二 阶 密度 的 各 种 类 型 的 推广 与 变形 , 开 .J.Falconer # Fi ^h 
波 变 换 技 巧 证 明了 混 人 育 排斥 集 的 2 阶 密度 的 存在 性 . 

旧 前 ,我 们 知道 的 2 阶 密 度 存在 的 分 形 集 类 并 不 多 ,利用 2 阶 密度 来 刻画 
分 形 集 的 研究 亦 有 待 深入 . 


1.2.3 JEZ 


1. Weierstrass 2 && e3 Bj 18. & of ak 

4r JE ti ££ JE A B 4-3 JL ig Be A. a Ro A 2H SEE ,分 形 
He 2 AT SE] EG BB Bl 1872 年 由 Weierstrass 81 lili E Td4ob IDEE: $324: 
ü. 


Wal) = Me cos( b" xr), Zal, (1.2.3) 


他 曾 证 明 2 6 RAM. cd > 193 /2x, 则 对 任意 xz € [0,1], W, ERA 
没有 有 限 导 数 或 无 限 导数 .G.HR.Hardy 于 1916 年 证 明 , 只 要 o6 2 1, Mle , 5 TE 
任 一 点 没有 有 限 导 数 . 

事实 上 ,现在 已 知道 ,无 好 可 微 的 连续 函数 是 普遍 存在 的 .在 Baire 网 类 的 
意义 下 ,几乎 所 有 的 连续 函数 是 无 处 可 微 的 . 

凌 于 函数 (1.2.3) 的 性 质 的 研究 ,一 个 世纪 来 已 有 许 密 结 果 . 近年 来 , 则 
集中 在 对 函数 (1.2,3) 的 函数 图 像 的 维 数 的 研究 上 . 

B. B. Mandelbrot 曾 将 函数 (1.2.3) EBT SR FRR: 


Diz) = > a*[l — cos(5^xx)], 


bee SERA: D(a) = oD or) ,及 而 友 映 出 某 种 随 尺 度 变 化 的 自 
相似 性 质 . 
G. H. Hardy 证 明 ; W, alr) E ab > 1 的 条 件 下 , 任 一 点 的 局 部 Lipschitz 
Er. 
log + 


log5 ` 
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Ab ÆA DOWO 表示 W,, MRR. IA: 


m loga 
7 " ga 
dims PCW) SE 2 t o, 


HEE, L. Kaplan 等 人 于 1984 FHER; 


. _ loga 
dimar( W) 2 + logb ' 


ME. fe {TÉS UE BR aa T EGR GST Wo 的 图 像 的 Packing 维 数 
dimpP( W);F.Rezakhaalou 于 1988 年 将 上 述 结果 推广 到 更 为 一 般 的 情形 . 

关于 DOW) 的 Hausdorf{ 维 数 的 确定 则 更 为 困难 .下 面 的 猜想 是 上 共有 挑战 
性 的 ,至 今 尚未 解决 . 猜想 : 


dima (W) = 2 + 288. (1.2.4) 


Mauldin 5j Williams F 1986 年 得 到 dim,P( WO 的 一 个 下 界 和 估计 ,他 们 证 
明了 对 足够 太 的 5 ,存在 常数 ,使 得 ， 


dima (W) z 24 bees 
logé 


2. MR = A Sk HG aR A 
孙 道 椿 与 文 志 英 于 1990 tp E TF ER RR ， 
fix) = Dacost A x), r, =la,l, 
他 们 证 明了 下 述 结果 0 
定理 1.2.5 — Ub f(r) 满足 F 述 条 件 : 
D TFAXEIE BÉ gln): N — R BE g(n)-- oo, EL Vn 1,4: 


rA, gin) = a 


"M logr, An 
GD ER doge, ALG 7 D 
(ii) 存在 非 减 函数 (Cn):;R 一 R' ,使 得 : 
lim hon) = 0, 
UT log( g C5) 
EI EKHI ,成 立 saz. 


[ktm}] 


在 上 述 条 件 下 ,有 : 


wdc CENE DUET 
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1 1 l 
dimp rif) = 2+ lim inf E 


上 述 结 果 的 一 个 推论 如 下 . WE. 


Fix) = Sla, eos( A ), lesu. 
nel 
AEA, | LE: 
And loganss 1 
An loga,, 
WA: 


dimy I(F) = s. 
这 一 推论 及 RR.DD. Mauldin 的 结果 均 支持 猪 想 (1.2.3) 式 .对 于 Bouligand 维 数 
及 Packing 维 数 ,在 较 弱 的 条 件 下 MRM 1993 年 证 明了 io , 
dimg PC f) = dimp r f0 
logr, 


logA, ' 


=2 + lim inf 


logr, 
logA, ' 


3. Rademacher £t 3 


BAS Wir) 体现 出 不 同性 质 的 分 形 曲 线 为 下 列 形 式 的 Rademacher 
级 数 ， 


R(x) = $52 "R, Cr), x € [0,11, 


FER, (r) = sgn(sinZ2zz),R,(x) = RQQU rr = 1,2,:- 为 Rademacher 
BB SAP SU. F. Przytycki 与 M. Urbanski 于 1989 年 通过 动力 系统 技 七 ,证 明了 : 
4i 2° Fy Pisot 数 ( 即 2* 为 大 于 1 的 代数 数 ,而 2" 的 代数 共 斩 的 模 均 小 于 1) , 那 
á: 
dimgP(R) < 2 — a. 

RA, a DUST 484139 (1.2.232 本 中 的 loga 7 logb. 5 —3i IBI, K. S.Hu 5 K.S. 
Lau F 1990 iF BU! A R 0943 T BREF DU EEF’ € L, p > ACE 
意 ,这 些 条 件 均 不 好 验证 ,但 对 ea — 1 7 Bk = 1,2,… 时 ,容易 验证 条 件 成 
立 ), 则 : 
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dimg (R) — 2 - a. 
4. Ak HU EE 
一 类 熟知 的 Weierstrass BUM ETE F PUR BOE GRÉ: 
g(r) = 22277gQ"7D, | 0<a<1， 
其 中 o 为 周期 的 银 上 货 函数 ,图 1.2.2 08 RUBIO E BUD C 


] a 
| 21 
o 
i 
oO 
r 


Eli. 2. 2 一 种 典型 的 锯齿 形 函 数 


两 个 基本 的 仿 射 映 射 为 : 
ims ED 1 
; 9 2 9 
| -L U 1 -L t i 
424 42 LO i 


在 这 种 情形 ， 可 以 证 明 
dima (g) =dim-I'(g) 
=2 - a. 

XCF Dg) 的 Hausdorff 维 数 仍 未 解决 .Ledrapier 于 1990 年 证 明 ,存在 o, 

使 得 : 
dimy ig) = 2-4, 

TE SB A RS XC ERN 18 (1.2.3) R. 

对 于 一 般 的 分 形 曲 线 ,A.N.Singh 将 它们 划分 为 三 燃 ; 由 分 析 方 式 生 成 的 
(如 前 述 Weierstrass 曲线 ); 由 几何 方式 生成 的 (如 Koch 曲线 ) 以 及 由 算术 性 质 
确定 的 及 其 前 述 三 种 方式 之 间 的 混合 .对 第 三 类 分 形 曲 线 , 自 前 所 知 其 少 , 李 
家 龙 与 陈 世 荣 在 这 方面 取得 一 些 较 好 的 结果 . 
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1.2.4 fi AE EO Fourier 分 析 


l. Parseval 公式 
Wiener 的 一 个 著名 的 定理 指出 ;如果 2 OW R^ LAE ARME, E p= 
2568 -ah)+v, 其 中 * 为 连续 测度 ,那么 ,有 如 下 Parseval 公式 : 


lim 7" do P= eD 1g i, (1.2.5) 
ro Biy 


RP y R 中 任 一 点 ,c 为 单位 球体 积 i A A Fourier T. M (1.2.5) 5X 
中 可 以 看 到 ,仅仅 是 e 的 离散 部 分 有 贡献 ,此 可 视 为 “ 零 维 " 的 情形 . 

另 一 上 方面, 作为 (1.2.5) 式 的 另 一 极端 ,对 于 n HË Lebesgue WE, 
Plancherel 公式 为 : 


" A EN n 
taf t (fde) ^ (£) I? = (2x) [io 12dz ， (1.2.6) 


(1.2.5) 355 (1.2.6) 式 左 端 积分 号 外 的 因子 分 别 可 视 为 ro " 与 二 :比较 
(1.2.5) 式 与 (1.2.6) 式 ,可 以 猜想 ,对 适当 的 a 维 测度 uw ,0 < 之 a 之 ,可 能 有 : 


imet] | Gdg^ (E) "de = | | f "dg. (1.2.7) 


reo 


但 是 ,这 个 猜想 过 强 . 事 实 上 ,在 大 多 数 情形 ,(1.2.7) 式 左 端的 极限 其 至 
不 存在 .然而 ,这 个 狂想 的 思想 是 正确 的 ,如 果 我 们 剖 弱 一 些 结果 ,例如 ,将 lim 
用 limsup 代替 , 半 以 在 许多 情形 下 获得 与 | £2 相 比 较 的 量 值 .特别 地 , 自 相 
似 测 度 在 此 研究 中 体现 出 很 有 意思 的 性 质 . 

2. fata 


自 相似 测度 定义 为 游 足 下 述 性 质 的 概率 测度 : 
uc Sa, 255", (1.2.8) 
这 里 ,Siz = o Rx 6, 为 压缩 相似 映射 ,0 X p, X 1, R; 为 正 交 映射 ,0 < a, 
<1, Sha, = LUC o, 称 为 权 .J.E.Huehinson 证 明 , 给 定 有 限 压 缩 相似 映 英 


硫 权 , 则 存在 唯一 的 自 相似 测 度 满 足 (1.2.8) . 
给 定 自 相似 测度 py ,pz 的 自 相 似 维 数 定 久 为 : 


De dea von Seater riui EME GR 


- 28 4r TÉ Li 836: 33 Jur H] 


T a loga, 
TO 


经 典 的 Cantor 测度 对 应 于 


S= 24 4. 


eR b p T eA PF Strichartz GEAR F : p 可 以 由 Hausdorff 2 325 a ME 
合 所 支撑 .他 在 某 些 假设 下 ,得 到 了 4 的 Fourier Æ $ PEDE TE NS : 


| la^ Cr) Pde = OCXGR 77), R 一 c. (1.2.9) 
IxiszK 


在 Cantor 测度 的 情形 ,8 = log2 / log3 .但 对 于 一 般 的 自 相 似 测 度 ,8 尚未 确 
定 .此 外 ,在 前 述 结 果 中 所 附加 的 条 件 相 当 强 , IE ELLC1.2.: 90 式 的 意义 亦 远 未 
被 理解 . 俱 这 些 缚 果 已 提示 出 此 方向 的 研究 会 十 分 丰富 .可 以 令 人 相信 的 是 : 
分 形 测 度 比 起 分 形 焦 来 应 起 更 重要 的 作用 .尽管 这 方面 的 研究 刚刚 开始 ,但 很 
快 会 成 为 一 个 活路 的 课题 . 


1.2.5 分 形 的 Lipschitz 等 价 


1. Lipschitz 映射 

一 般 来 说 ,平面 上 两 条 不 自 交 的 连续 曲线 可 以 通过 可 雍 的 连续 映射 将 其 
中 的 一 条 变 到 另 一 条 .但 这 种 分 类 过 于 粗糙 ,因为 在 这 种 分 类 下 ,我 们 不 能 区 
分 线段 (1 BE) Koch WE (ogs / log3) 与 Peano 曲线 (2 维 ). 因 此 ,需要 寻求 第 
细致 的 分 类 .由 于 曲线 的 复杂 程度 由 维 数 刻画 ,而 双 Lipschitz 映射 保持 维 数 
(XX Lipschitz WEHE E jf:F 一 R 满足 : 


cy la — y leet fe) — féy) Setir- yl, rev F, 
BEP O0O<e caco., BE, RIEN, XL f C5 Lipschitz PAA, Bj. 
dimgf(F) = dimyF ). 


因此 ,希望 通过 Lipschitz BRAN OE X] 21 JE SE E 15 2r 28 e JE E B RY. H BU, DOST 
非常 少 的 集 类 得 到 满意 的 结果 .Falconer 于 1988 年 对 准 圆 作 了 研究 , 准 圆 定义 


whet hed Getic staal tis Se BS. 
MER BECHER T: 3 
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BUE. 

3EX 1.2.3 Æ FERAE, A FIR ARP: 

G) F ARTS CBN 下 为 一 简单 闪 曲 线 ); 

GD F Xp SEQBIO «— HCCF) « 9», H. s = dimyF; 

Gil) 存在 常数 ap,r > OR VUC FII Uist r eR p: U > 
F ,满足 : 

alx-y»ylIslUligiz)-o(y)lzb5blr-vyl, ty € F. 
K.Falconer 证 明了 : 
HEAL E 6 FOX Lipschitz 等 价 edimyE = dimgF. 

上 述 结 果 刻 画 出 维 数 的 本 质 . 

2. iiia Lipschitz 3 tr 

准 圆 是 一 类 性 质 非 常 特殊 的 集合 ,对 下 面 看 起 来 非常 “好 ”的 集合 ,我 们 
仅 能 建立 “近似 "Lipschitz 28 afr 

Hpi. Pm H—MECUT SEI ESR BY Y: Eana X a.a, X 1, 
使 得 : 

e, Si || Dye, | xz a. 

HP p: V= V, VZR AFR, WC YV, EA Duo, 满足 r & Lipschitz 条 件 . 
在 此 条 件 下 ,类似 于 白 相 似 集 ,存在 紧 集 E, A E = U ee. SER EW 
Cantor $ , SAR ZA NE £3 4E EL Cantor S£ 2E EIL ABU Cantor BEI. Æ. 

K. Falconer 5j Marsh 于 1992 年 证 明了 5 1; 

d E,F OC R” C 阶 淮 自 相似 Cantor #,4 4 = dim, E /dimgF , W 
VO 9« 1,0 € cr « vo, ROH fE Feo vc, € E, 


cie- yti Si fr) - fly) | 
c lr yl”. 
由 于 ?可 尾 意 接近 1 上 .因此 上 式 为 近似 Lipschitz 等 价 { 注 意 到 常 煞 5e 依赖 
于 7, 因此 不 能 令 7 RAF | 而 得 到 Lipschitz SE ffr). 
Lipschitz 等 价 的 研究 是 分 形 几 何 一 个 非常 重要 的 课题 ,这 方面 的 进展 应 
引起 重视 . 
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1.2.6 具有 变 尺 度 结构 的 分 形 集 

我 们 熟知 的 分 形 集 ,如 自 相 似 集 、 自 念 集 等 , 均 是 通过 近代 一 个 有 限 族 的 
压 编 映射 生成 的 .尽管 这 一 压缩 族 中 的 各 个 压缩 映射 允许 有 不 同 的 压缩 比 ,但 
在 每 一 次 迭代 中 ,使 用 的 是 相同 的 压缩 族 .然而 不 论 在 理论 上 ,还是 在 实际 应 
用 中 ,都 遇 到 在 迁 代 的 过 程 中 出 现 不 同 的 压缩 族 . 

1l. 广义 自 胡 人 羽 集 

华 苏 在 1992 年 考虑 了 下 述 广义 自 相 亿 集 1531: 

设 I= [0,1]“, 考 虑 一 族 压缩 族 : 

$,- [Pun Pi Piaf, 


o. = 19215922477 424,7, 


P: = | Qxis Vk2 77 + Pan, l> 
其 中 每 一 个 p, 的 是 压缩 比 为 c, 的 相似 压缩 映射 ， 


E plr) gles) S cy laroyl, 0 X cy « 1. 
id: 
Lou, = Phu, e Pra,” Fis E 
F, -U bins 
F -(]F, 
下 称 为 广义 自 相 似 集 ， 


2. 广义 自 相 似 集 的 维 数 

广义 自 相 伺 集 维 数 的 确定 是 一 个 较 困 难 的 问题 ,因为 这 不 能 从 以 前 处 理 
自 相 似 集 的 技巧 得 出 . 华 苏 运用 了 网 测度 及 配 齐 降 阶 的 技巧 ,在 开 集 条 忻 以 及 
假设 info, > 0 的 条 忻 下 ,得 到 下 述 结果 13); 

定理 1.2.6 设 序列 1s5,|, .| ME: 


Wi] dim, F = lim infs,. 


H-E EREHE -31> 


HA EENH, SURAT X BARRO EDE. 
华 苏 . 饶 辉 与 文 志 黄 进一步 处 理 了 inf c, = 0 的 情形 ,这 种 情形 较 inf ci > 
0 的 情形 困难 得 针 . 饶 辉 与 吴军 发 展 了 网 测度 技巧 ,建立 了 : 
C,H OCF) SHAF) 
= He (PF) 
形式 的 网 测度 不 等 式 , 以 此 处 理 了 一 类 infe, = 0 的 广义 自 相 似 集 的 维 数 . 
另 一 奖 具 有 变 扩 度 结构 分 形 集 为 李 家 龙 与 文 志 英 引 人 的 复合 递归 集 ,这 
类 分 形 集 处 及 到 自由 半 群 上 的 复合 代 换 及 矩阵 的 无 穿 匀 积 的 谱 的 研究 . 


1.2.7 ”临界 集 的 分 形 结构 


ef € C(R",RO,ACR". Vx € A, D 的 秩 至 多 为 7 MWe AW 
Tk rÆ WR A AR m — 1 SEWER A 为 了 的 临界 集 . 

Whitney fk 1935 年 给 出 下 面 著 名 的 例子 :他 构造 出 一 个 函数 6 € Cj{R?， 
及 ) ,在 一 个 连通 临界 集 上 非常 数 .伴随 上 述 例 子 的 一 个 问题 是 :在 什么 一 般 的 
条 件 下 Whitney 现象 出 现 ?或 者 考虑 如 下 所 法 :给 定 f,f 的 临界 集 为 连通 闭 
集 和 4, 那 么 该 集 与 可 求 长 性 “相差 多 远 " ,才能 使 得 上 在 4 上 非常 数 . 

到 hyburn 指 出 :A 中 任意 两 点 要 能 被 位 于 A 中 的 一 条 可 求 长 连通 弧 直 接 . 
Morse 与 Sard 则 指出 :f 要 有 足够 的 光滑 性 . 

A.Norton 于 1986 年 对 上 述 问 题 给 出 了 一 个 满意 的 回答 523 , 他 利用 
Hausdorff 维 数 来 测量 一 个 集合 高 可 求 长 的 “ 嫩 离 "他 证 明了 : 

(17 车 了 E CPLR”, R) , 则 出 现 Whitney 现象 的 临界 集 的 Hausdorff £35 


BPA R + Bi 
(2) 这 样 的 集合 必须 有 一 对 点 ,它们 不 能 同时 位 于 任 - 一 Hausdorff 维 数 小 
于 &+ 电 的 子 集 中 ， 


这 是 第 一 个 利用 Hausdorff 维 数 来 描述 临界 集 的 结果 ,但 远 未 对 临界 集 的 
分 形 结构 作出 刻画 . 
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第 二 章 
测度 的 局 部 分 析 


本 章 2.1 节 论 述 了 调度 局 部 分 析 的 目的 ， 使 读者 便于 了 
解 和 比较 以 后 的 内 容 .2.2 节 介 绍 测 度 的 维 数理 论 ， 我 们 对 
度量 空间 上 的 正 (Radon) 测度 引入 下 维 数 和 上 维 数 概念 . 
上 其实 ， 上 维 数 与 下 维 数 是 率 生 的 ， 它 们 分 别 刻 本 测度 的 某 种 
正则 性 和 奇异 性 . 上 维 数 和 下 维 数 相等 的 测度 被 称 为 单 维 数 
测度 . 可 以 证 明 ， 通 常 近 到 的 遍历 测度 均 为 单 维 数 测度 .应 
当 指出 ， 维 数 的 具体 计算 是 一 个 很 细致 的 工作 ， 这 是 当前 的 
研究 热点 之 一 . 在 发 展 测度 的 维 数理 论 之 前 ， 我 们 将 证 明 一 
个 较 深 刻 的 定理 ， 该 定理 断言 ， 在 完备 度量 空间 上 ，Haus- 
dorii 维 数 等 于 容量 维 数 . xXx — 55 ER. Kaufman 和 D. 
Howroyd 最 近 独 立 取 得 的 .我 们 的 证 明基 于 R. Kaufman 的 
想法 . 欧 氏 空间 上 的 这 一 结果 称 为 Frostman 定理 ， 它 是 
Hausdorff 的 维 数理 论 的 基本 定理 之 一 ， 并 能 使 得 我 们 可 以 
采用 较 方便 的 解析 工具 ， 即 位 势 方 法 . 因此 ， 在 本 章 开 始 ， 
先 介绍 了 度量 空间 上 的 位 势 理 论 ， 其 中 最 主要 的 是 测度 的 
Kahane IE N 83 5& 4 8E . 我 们 指出 ,在 未 用 Kaufman 一 
Howroyd 定理 之 前 ，P. Assouad 在 紧 致 齐 性 (Coifman — Weiss 
BM FS) PAT Frobenius 定理 ， 在 2.3 节 中 的 Gibbs 
测度 源 于 热 动 力学 理论 .Gibbs 测度 理论 现 已 成 为 动力 系统 
理论 的 基础 部 分 之 一 ,这 一 节 要 讨论 的 是 D. Ruelle 的 转移 算 
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子 定 理 . 所 采 上册 的 证 明 ， 既 不 同 于 已 .Ruelle MIR RR uEBB, WARP ATTA 
WW RAPA, EYE Gibbs 测度 理论 之 上 .这 一 新 证 明 ， 不 依赖 较 
RAKE HE, RARE. 应 该 指出 ， 这 一 定理 的 应 用 很 广 ， fe a mt BE Sx 
Riemann 流 形 上 微分 同 陡 的 研究 . 我 们 介绍 这 一 定理 的 主要 日 的 是 为 了 测度 
的 重 分 形 分 析 . 重 分 形 是 2.4 和 节 所 讨论 的 内 容 . 我 们 仅 选 取 了 两 个 较 简 单 的 
例子 进行 讨论 ,一 是 符 叶 空间 上 的 乘积 测度 ， 二 是 R* 上 的 自 相 似 测 度 . 两 
者 均 为 Gibbs 测度 . 由 于 它们 的 构造 简单 旦 直接 ， 其 实 并 不 需要 利用 Gibbs 
测度 理论 进行 讨论 . 不 过 在 一 般 情 况 下 ，Gibbs 测度 理论 是 必要 的 ,而 月 还 
需要 大 偏差 理论 的 结果 . 


2.1 预备 知识 


在 本 节 中 ， 先 回顾 两 全 与 矩阵 有 关 的 定理 ， 即 Von Neumann HR 
定理 ,以 及 Ferron - Frobenius 定理 . 然后 介绍 Hausdorff 维 数 ， 以 及 基于 
Vitali f m 5] PRUE ER 89 Billingsley 定理 . 该 定理 提供 一 个 计算 维 数 的 具体 广 
法 . 接着 讨论 RY EA ERAR, MAEN Legendre 变换 . 最 
后 介绍 测度 论 炳 和 和 拓扑 粮 ， 以 及 与 此 有 关 的 饥 历 定理 和 庄 力 变 分 原理 ， 这 也 
是 本 节 的 重点 . 


2.1.1 矩阵 论 的 两 个 定理 


RAR DEREN], Hausdorff 维 数 等 于 容量 维 数 APP, B 
利用 此 定理 证 明 Kaufman 定理 ， 在 2.3 WP, AAR Perron — Frobenius 
定理 构造 一 个 称 为 Parry — Markov — Gibbs 测度 的 Gibbs 测度 类 ， 

1. Von Neumann AAH- DEE 

Wt A Am x s KER, SBMA LR" x R^ 一 及 

Lla,y) = x'Ay. 
MBA, 【相应 为 A) AR” OBEA RO (Sf. 
先 给 出 疯 个 明显 的 引 理 ， 
引 理 2.1.1 下 述 不 等 式 成 立 : 


max min L(.r,y) = min maxL (x, y). {2.1.1} 
SÉ A, re AL 264, SEA 


E SPEED DEL DERE D 
E 0 7" PETUECNE ES X 
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引 理 2.1.2 (2.1.1) 式 中 的 等 导 成 立 SANH dr.) € A, XA, 
使 得 YYrEa,yE A.A: 
Liz, yl L(x,v)s Lirwy), 
其 中 点 (x,y) RARA. 为 使 点 (x y MARA, RMR a CRA: 
L(x,y)sie, L(r.y)a,Vr€A,.»€ A. 

现在 介绍 Von Neumann 的 极 小 极 玉 定理 . 

定理 2.1.1 UL A Jm xX n SOBIELL:R" XR’ -> RR 为 双 线 性 型 ,存在 
(x,y) € A, x A, fh: 

L(r.y)- maxmin L(x, y) = min maxL (x,y). (2.1.2) 

证 明 ”考虑 连续 蚁 数 BIA, x A, + RB 满足 :B(x， -) 为 种 函数 ,而 
BC. AP Hs AR . 

首先 证 明 RE BEL SA S. 

A BC+. y) AiR DO eg) I DLTEPIE IR p(y) 上 达到 极 小 值 . 令 : 

my) = Blply),v) = min BCr,y), 

因 m (y) A TS TT TIRE NA EE AY A EEL y ik 
BMA. >: 

a= mly) = max m Cy), 
则 我 们 有 : 
B(x.y) >u. 

由 引 理 2.1.2 ， 可 得 到 需 证 明 的 一 半 . HIER, BRT, BE 
Blz,y)Se. 为 此 目的， 对 固定 的 yE A,, 定义 y=sy+ (155) y, 05 
<1, 5 Si GL, Ay Hy BH. 令 x= py 2€ A,. WH LGr HEE, 
我 们 有 : 

a mky) = BG, y) 
2=sBCz,,¥) + (l s) BCE y) 
Isa + (1 - s)Blr.y), 
由 此 得 o Ze BCe, y). A A, 的 紧 性 ,可 选择 得 到 s, 一 1, 使 得 x, x € A, 
我 们 断言 : 
x = ply). 
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事实 上 ,由 cS HEX, Bir y) B(ir.y 2. V x € A, IRSE BG SVO By 
PRES, Blo, OW DHRU Blr y D BG y) R 
们 得 到 : 


B(z,y¥) <lim inf B(x, y) 
Slim inf[ s BCz, yy) *tO-sBGs 59) | 
lim inf Bla, sy) 
Slim sup B(x, oy) 


<BCxr,y). 
因 B(-,y) AP RRA Ae -~ ply),x my E— SE, ARR » 的 
选择 ,从 而 证 明了 tz,y) 为 Bley) 的 一 个 鞍点 . 
对 于 任意 的 。 > 0, 考 虑 : 
Blx,y) = Llr,yy+ellxl?, 
其 中 1 z 上 表示 x 的 欧 儿 里 德 范 数 ,B, 具有 与 B 相同 的 性 质 . (2.5) 为 
B, 的 一 个 鞍点 ,由 A, A, 的 紧 性 ,存在 序列 e, ~0, 使 得 x, > riy, + y. lH 
Jj 
LG, y) +e, tha, | LG, y) + en xl? 
=Ltr.y, ) +e, iba | >, 
4 n — o,f. 
Liz, y S L(x,y) S LGr,y). 
2. Perron 一 Frobenius X ££ 
BA = (a,) H m X m ORB a, 250,1 ij mR AWE 
阵 . 若 对 任 一 人 ,7) EETEIE E n = n (L0 E48 al) > 0 REP a 07 为 不 
ASR A" PT MENTE WR 4 为 不 可 约 矩 阵 . 若 存在 2 0, 
使 得 A" —0.W FER PE A 为 本 原 和 矩阵 .这 里 4 020 ARER A 的 所 有 元 素 均 
严格 大 于 零 . 
定理 2.1.201 BA = (a,) 为 非 负 矩阵 , 则 ; 
Ci) 存在 非 负 特征 值 ,使 得 A 的 特征 值 的 绝对 值 不 大 于 2; 


Se ”测度 的 局 部 分 析 ”39 - 


Gi) 对 应 于 4 ,存在 非 负 左 特 征 疝 量 ww = uun) RIET A F E A E 
w= Co Wn) 

Gii) Æ A 为 不 可 约 和 着 阵 , 则 A 是 单 重 的 , 且 相 应 的 特征 向 基 是 严格 正 的 ， 
即 对 每 个 i, 有 u, > 0,90 > 0; 

Civ) Æ A 为 本 原 答 阵 , 则 其 他 特征 秆 的 绝对 值 都 渗 格 地 小 于 4. 


2.1.2 Hausdorff 维 数 


1. 定义 与 性 质 
EX, d) 为 度量 空间 . AUX NFR IU XR UHER. HE 
CUU,.0 <1 U, I 6, WIU, I A E K-io- 
SECX.a m0. 6 > 0, EX: 
HACE) = inf D1, 1°, 
这 里 对 巨 的 所 有 3 — 覆盖 取 下 确 界 . 令 3 0.7881 E Ma - Hausdorff 4h) 测 
B. 
H'CE) = lim H$CE). 
XHEIiEECX,.H;UE)aefdESb EM .进一步 ,车 a < p.m CE) 六 
8-07?) PCE) JAMS H^CE) > 0,9 H^ CEO AAR . 因而 存 在 唯一 的 数 , 记 
为 dim E, H E fff Hausdorff 维 数 ,满足 ; 
EOS a< dm E, M H°(E) = co, 
Zi dim E < a < ol) H'(E) — 0. 
下 面 是 Hausdorff 测度 的 一 些 常用 的 性 质 2.31. 
(1) H* 可 测 集 类 包含 Borel 集 类 . 
(2)} 车 ECF, 则 dim E xi dim F. 
(3) RIE, I 为 X ATARE, A. 
dim y E, = sup dim E,. 
在 欧 氏 空间 中 ,更 有 : 
(4) H*(E +a) = HCE), Va € R*. 
(3) H°QAE) = ATH" CE), VA » 0. 


DT MESE T ， "PENES 
让 
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2. Vital 覆盖 定理 

Vitali 履 盖 定理 有 儿 种 变形 ,下 面 是 其 中 的 一 种 形式 ， 

定理 2.1.3 设 久 为 紧 度量 空间 ,S AX DTE 34 多 为 一 族 具 有 下 列 
性 质 的 XA TBR: VS ES,5>0,EEE FB SEE, EIS 8 WE 
FPL D Fl PB A AE ELE} ,使 得 : 

s cU E. Go. 

RKcBACOGdUSSEA Me - WM Mle € Xid(r.AD) scel ÆRES 
称 为 集合 5 的 一 个 Vitali BH . 

3. Billingsley 定理 

该 定理 给 我 们 提供 了 计算 一 个 集合 的 Hausdorff 维 数 的 工具 , 其 本 质 为 
“质量 分 布 原理 ”21. 

定理 2.1.4 WX Ho — KHEBUSISILE C X, Borel 8€ . 

CG) 车 存在 测度 p C M (X), E p(B) > 0, 旦 对 任意 x CELA: 


limin 9g CBGri a a, 
ru logr 
3i dimE = a. 
Gi) FF EAR SWE jy: €. M* CX), 使 得 对 任意 xz CELA: 


lim inf lo (B(x e) Sa, 
10 logr 


Wl dimE x e. 

ERA G) Re >O. 由 定理 候 设 ， 对 任意 xEE， 有 正常 数 ro (x), 
使 得 : 

BOBOr,.r))mr**, VU rrr). 
这 是 a TEE EMP S BEIEV TERRE. 8 > 0, 选 择 E CE, WEI MEE E 
一 臻 正则, 即 上 述 rox) 不 依赖 于 工 , 我 们 定义 : 
Es = |x € E:pxp( Bz ,r)) rt, MOmru3Si. 

由 局 部 正则 性 得 5 -> OA E,— E. 

全 TB 为 下 (从 而 为 E) ts- Ex .对 任 一 包含 点 x € Es aU, , 
A U, C B(x ,diamU,). Az € EWA: 


cube i icol EE 
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uU) = (B(x, diamU,)) «x (diamU,)* *, 
从 而 ， 
BOE SulE)S DD AU) D (diomU,)" «, 


A 


由 此 推出 : 
HE) > Hy (E) > wl Es). 

[B dT GRAB Boe E > OMA CE) 0. 

G0 Hi X AS o — XE PE Hausdorff 维 数 的 az 稳定 性 ,我 们 可 以 假设 X OW 
X. 

定理 的 假设 蕴含 : 对 任意 x C E, FE -IER xr, (zr) ,使 得 lr) 一 
O(n — ©), TAA: 

pOBGrir)) Ze nr), n zx. 

SUA POBOr.r.(x0):x € Eon 1H EM Vitali BH, bee 
2.1.3, a a] LA SEE — OR AR SE RICE SEE | BC, Ani, 使 得 集 族 
[Biz r) A E 的 一 个 覆盖 .从 而 有 : 


Ha (E) ED 8r) 
«8 D aBer, r2 


LE eX) «o, 
BR HUE) <+ o. 
由 此 定理 立刻 得 到 ,为 保证 dm 三 = a, 内 需 找 到 一 个 测度 u, {E AlE) 
20, E. 


logui BOr yr )) 
log r =a 


在 维 数 的 计算 中 ,人 们 常常 用 到 的 是 这 一 形式 的 Billingsley 定理 ， 


lim inf 
r +i) 


2.1.3 Legendre 变换 

尽管 下 面 的 讨论 对 一 般 的 拓扑 向 量 空间 适用 (H 3 AR A 48 38 (01. BR 09] 
fr R Pitie. 为 了 强调 其 村 侦 性 ,所 以 用 (R“) ”表示 RA 的 对 偶 空 间 BI 
R*" ,这 节 的 内 容 是 为 重 分 形 的 讨论 颌 准备 的 . 
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1 EFi Su 
FR 一 R PA EEE (u.s. 0.2 ,如 果 对 任意 a € R, 88: 
ix € R^: F(x)« al 
ARE. 这 等 价 于 对 任意 z CRA: 
lim sup F( y) x F(x). 
例如 , 3 S es c UL B] HE A os PE oR esc. 
给 定 一 个 u.s.c, PEOR ,有 一 个 产生 us s.c. BRM MBA, , 即 u.s. c. & 
数 族 的 下 确 界 ( 亦 称 下 包 络 ) 是 uis. c BR. 
定义 在 一 个 紧 集 上 的 us. c. PR GE SITE BUE SR AE 
仿 射 (连续 ) PR CIF BLÉR EL RÆ acsi c. PRÉC OR 上 的 仿 射 函数 形 如 
<-,y>-e, HP y ER cg € R. UCR) 记 这 些 包 络 族 , 容易 看 到 ， 
POR?) 中 的 函数 FAA, BH usec. 
E FER AR +o JU F(x) +o. SEE, OR?) 中 的 函数 可 由 上 
述 性 质 肇 画 . 在 PORA) 中 ,存在 重 等 于 + OHS T: — ce 的 函数 ,所 有 其 他 的 
ba UA + oo ,但 可 能 取 值 — .一 个 u.s. c. PLEBE , 若 既 不 恒 为 + ee , 亦 
TEA —  , 则 称 为 "恰当 的 ”. 我 们 定 尽 它 的 定义 域 为 : 
domF = |x € R”: -œ < F(z) <+ oœ}, 
这 样 的 函数 在 其 定义 域 的 内 点 上 是 连续 的 . 
2. Legendre * $ 


P:R’ 一 及 为 任 一 函数 . A F A u.s. c. MRR Fe FRE 
为 五 的 正则 化 . 声 即 为 所 有 控制 下 的 最 小 的 u.s.e. 四 函数 .下 面 ,我 们 将 以 更 
明显 的 方式 由 下 构造 让, 即 下 的 Legendre 变换 ， 

代替 所 有 的 u.s.c. 冲 函数, 我们 只 需 用 控制 函数 来 定义 下 . 设 y >- 
a 为 一 仿 射 函数 , 则 它 控制 下 当 且 仅 当 : 

aA ry >r Flex), Y x € R*. 
因此 a 的 最 好 的 选择 是 : 
F*(y) = inl i < zy >- P(r}!. 


PEE EFR" — RIRH F Legendre 变换 , 其 用 何 解 释 为 ; — F'O) Ay 
方向 的 F 的 " 切 钱 ” 的 纵 坐 标 .类 伏地 ,定义 下 "的 Legendre 变换 为 : 
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F'*(y)-— inf {< x,y >- F'CyDi. 
"S 
HBS Pe MAR EJECEIEB E, FE" 与 下 的 关系 为 F" ”= 下 .因此 ， 
取 两 次 Legendre 变换 , 便 得 到 下 的 正则 化 . Mmi HER FR 一 R, RDE 
F'2F. 
事实 上 ,F"" =P SPM FCC SF RH, 
Fe Cri sis x.y >- Fly). Vz € R, 
则 : 
下) 
AKG FE'E'U. 
下 面 是 Legendre 变 摘 的 一 些 性 质 : 
(1) F'(0) =— sup PCr). 


(2) Fi (vy) = F'(y) c asy >, HP Fx) = Fr — a). 
G AFSG, IWF" BG. 
(4) dr à > 0, CAP) (y) = AF" (y 7 A). 
(5) Fe ER IWC + a)" Cy) = F' —a. 
(6) (inf F)” = sup F/ , (sup F)” <inf FS. 
SRR EB PE Sl a FP BAR PEER os. ) PER CU Ed 
络 , 就 自然 地 会 考虑 下 述 空 换 ( 仍 称 其 为 Legendre TH): 
F*(y)- sup {< x,y >- F(x)| 
F* 与 F* 之 间 的 关系 为 : 
(- F)*(y) 2 - C- F)" Cy). 
从 而 ,在 李 质 上 ,F* 并 无 新 的 东西 . 因此 ,只 需 讨 论 FT. 
例 2.14.1 H F;R— RAW P480 BRS f= Fog = E m. 
F"(Cy) = yg( 5) ~ Flg(y)). 


特别 ， 若 : 
Fir} -Lj ritad oo, 
a 
Dp 
F'(y)s-—TI1pyl 


edu sed di uc Du denk Bake 


* dq + 5E JL fe S ie 5 n FH 


lL. KEM hates an Ae 

这 里 ,我 们 仅 解 释 紧 度量 空间 上 的 连续 映射 的 不 变 测度 的 存在 性 . tx 
为 以 4 为 度量 的 紧 度 景 空间 , 丁 ; XX 一 六 为 一 连续 映射 , 则 (多 ,T) 称 为 拓扑 动 
ARK. AH 本 诱导 了 两 个 算 子 ,一 个 定义 在 连续 师 数 空间 COX) E: 

TH(x) = f(Tr), f € COS 
男 一 个 定义 在 由 测度 构成 的 空间 MOX) E: 

Tu = p(T), gp € MCX). 
由 于 同一 符号 了 扮演 是 个 角色 ,为 了 不 产生 混 消 ,我 们 将 Te 记 作 eT. 这 在 
Markov 算 子 理论 中 常常 使 用 . 对 于 OM CX) 的 一 个 测度 wx RX LWT 
数 了 ,了 关于 yp 的 积分 记 为 X fon > CMR RPA AE), ATM COX) 与 
M (X) zc B 559p BU PE ARRA: 

<The > =< f.uT». 

MIX) 表示 X FIER BMP A DRE BO SA MiX) AROR, m T: 
Mi(X) 一 MIX) 为 仿 射 已 连续 ,从 而 Markov - Kakutani 414 保 证 了 T 
4 —T 3I »p pT = e. RADA RACK, T 的 不 变 测 度 ,所 有 不 
ZI BE 59 nY, RR Li Pg OM, CX). 

如 果 不 俄 定 X 的 紧 考 ,就 不 能 保证 不 变 测 度 的 存在 性 . 一 个 平凡 的 例子 
AX =R, Tr = x41, 

2. 遍历 定理 

OX, Boy) 08 — GR BJ, T: X — XO TMERR TOUS CU», 
如 果 GT = 2 OT ARI LEE EST Le BPR AT OBEN BE RT RX, 
T.u) 为 一 动力 系统 ,或 更 精确 地 , 称 为 保 测 动力 系统 . 

一 个 可 测 集 BE ALR BOW ARR WE T B) = 日 .所 有 的 不 变 集 构 
成 ZB) s 一 域 , 用 了 来 表示 ELE X LRA EN WRE 
是 了 - 可 测 的 .如果 在 J 上 是 平凡 的 , 则 系统 (X, 基 ,rm 了) 称 为 遍历 的 , 即 
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ME A EJ, 4 CA) = OR (A) = LRT n RT Be . 
5E38 2.1.5145 {Birkhoff 遍历 定理 ) (X, Le T) 为 一 动力 系统 , 则 
SHEE FEL (2) BA: 
LSAT) 
we — JUL bh Sh Be BS ASB pf” ,使 得 < foe D> X fing 之. 此外， 
阁 工 是 遍历 的 , 则 f* Re — SLE ESRC 20 等 于 常数 的 . 
大 们 还 得 到 一 些 其 他 类 型 的 遍历 定理 ,其 中 ,Chacon — Ornstein 遍历 定理 
是 一 个 非常 一 般 的 定理 ,常用 来 杜 理 正 压 缩 算 子 , 称 为 次 Markov BT. 
我 们 称 TL Xp) 一 工人 和 wz) 为 次 Markov 算 子 ,如果 ; 
ITFI = lfl ox se L eT B, 
EFP e Wo- ARE. 如 果 进 一 步 有 了 1 = 1,890 TRA Markov AF. 一 个 
次 Markov 算 子 称 为 保守 的 ,如 果 有 : 
On FE LX) HA SITS = E eon, Kc oa.8.3 
或 称 为 遍历 的 ， 如 果 有 : 
Ox FE L'LX) SAOMAD TS = o, n-ae. 


3 @ 2.1.6!" (Chacon ~ Ornstein 3E 38 ) TL (np) LiCu) 为 保守 
AX Markov EF . TEESE LORE L'O, A: 


DP erin 


在 集 |z E XD Ple) > 0| 上 -几乎 处 处 成 立 . 

最 后 ,我 们 指出 ,了 为 保守 算 子 的 _ 个 简单 羯 别 法 :对 某 _ 函 数 0 < pE 
L'GO SMS) Pp = + oo W p- JUF AEAEE i. 

3. E 


由 Kolmogorov F 1958 4E3) A PH ES ,是 一 种 对 随机 人 性 与 无 序 性 的 测 
E. 它 在 物理 学 .信息 论 与 遍历 理论 中 起 着 重要 的 作用 . 


ECOEHEC MN Dk KNEES 
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我 们 从 简单 的 物理 观察 开始 ,假定 有 N 个 相同 的 分 子 的 孤立 系统 ,它们 

中 的 每 一 个 有 m 个 可 解 的 状态 (位 置 一 动量 )3 ,3,… ,2 . 系统 的 一 个 典 

型 的 状态 是 :Ni 个 分 子 处 于 状态 Erei Na 个 分 子 处 于 状态 Sn HP N, 
QNS BON, tee tN, = N. 这 样 的 系统 状态 的 总 数 为 ; 


N! 
Nl NU 


Boltzmann WESH T AHE T) IE te PE AAR AS AEA RER aA, 
RECN] at NL) UT A : 
SAN log N — > N,log N, = N >> plogp ， 

此 处 P; = N, ÁN. 

HEX, SB, Tu) 为 一 动力 系统 E BEA) PHSB EM: 

(124 € = Ais ALIS X 的 一 个 有 限 分 划 , 即 A, 互 不 相交 ,并 且 X 
= JA). x E R.: 

E 


H,(é) =- HA) log e CA;). 
(2) 9 = Bi, By! MAX RT 我 们 以 & V pide Sgt 
加 细 , 即 由 4. Q BO <i Self 所 7 了) 组 成 的 分 划 .类 极地 , 先 定 文 
V TOCE AE T 的 关子 & RRN: 


A,(T,€) = lim +H, (Vr (8). 
(3) 2M T RAH: 
h,UT) = suph, CT, £), 
HoBxtOX 的 所 有 有 限 分 划 取 上 确 界 . 
在 上 述 定义 中 ,必须 证 明 对 任意 有 限 分 划 &,(2) 步 中 的 极限 存在 . 这 一 
点 由 下 述 性 质保 证 : 
HE V p Ha) + Hy), 
H, TE) S H, (6), 


因 这 些 不 等 式 蕴含 序 列 H, (V TUE) 是 次 可 加 的 . 


ID tel DT 
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由 定义 直接 计算 A, T) dé ERY AART GMA A PRAE X] & 去 计 
SR ACT E). FEAR BAR aR CMR TR ALOT) = ACT LED. 
Tied fe A ART | 如 果 不 易 做 到 这 点 ,可 试图 找 一 列 有 限 分 划 序 列 1&1 ,使 
得 : 
AQUT) 一 lim A (T, En). 
定理 2.1.7 (Kolmogorov — Sinai 定理 ) B(X, 2, Te) 为 一 个 动力 


系统 RE 4 HAMARE VT E Body.) M: 
A(T) = ACT. E), 
这 里 上 表示 由 上 生成 的 e - WR. EENAA REARS MAESE 


AUC 在 此 情形 ,我 们 称 y 比 8 细 .具有 V Te = Ox HERIDA E 
称 为 一 个 生成 元 . 

定理 2.1.8 i (X, B, Tu) 为 一 动力 系统 , | 所 17 | 是 一 列 有 限 分 
划 ,使 得 i < £i = ttt = £. Ea DH V $, = H mody ) , Bl] : 

A, (T) = limA, (T, ). 

4. Wi 

Ta TIAE P DE ICA IO — ARER TF 1965 EBA. TEWE Ag 种 类 
M, ELT] S 38 4 CHUA K. IA E e 8 HE XE BRAT RG D FF 
mex. 

EX OWL dy BE AB AY OE BESS H, HE) = sh ae : 

(1) Bt a WX M — A EPIS LED — ACTAE EASE X. EX a AH 


Ha) = logN (a), 
其 中 N{a) 表示 具有 最 小 基数 的 有 限 子 覆盖 的 集合 的 数目 . 
{2) d gh X 803) AA, UL oa V 8 记 由 A () B,A C a.B c 8,4 
RAVI AMES . 同样 地 ，V Ta PASAY RE. 我们 定义 工 相对 % 
UT P 


EE SPR Sg Meo bab EM 
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ACT,a) = lim Tu(V Te), 
(3) T HREH: 
ACT) 一 supA CT , a). 
其 中 a Ri X WAT Re ， 
BE OO 步 的 极限 存在 ,因为 : 
N(a M B) x NCaIN(8), 
NT a) xi N(a). 
5i Ee A EEE. BRITA PRÉ: 
E 2.1.97 R(X, d) 为 紧 度 量 空 间 . Ale), WX HA 
盖 , 且 daiamfa,) — 0, WM: 


A(T) = limA CT an). 

如 果 T E— TD SK le), A EPOD. 此 结果 类 似 于 计算 测度 
HEI Kolmogorov 一 Sinai 定理 . 

ABRs Sa T RAT IE RAEI OO > 0, 使 得 车 x x 
y, WCE RR n € ZH CTS. T0) m8. 

可 以 证 明 ,T A — d 3SE[E RE SEHE oT A 88 "E REX SO . A ae VON HB 
有 有 下 述 性 和 看 的 有 限 开 覆盖 :对 由 a 的 元 素 组 成 的 任 一 序列 AL IT LL dE 
f| TA, 最 多 包含 X 的 1 个 点 ， 

5EXHS2.1.10 U! i T. X -- X ARE ESX p ERE. H o 为 弱 生 成 
7L , M; 

ACT) = h(T,a). 
d" sk [n] Bf: 869 — 7 H6 369 £0] FP X. F EY PS zs JB] DOUG RE . 
5. 括 扑 压力 与 变 分 原理 


拓扑 圭 力 的 概念 是 折 扑 丧 概 念 的 进一步 推广 . 它 通过 变 分 原理 与 测度 嵩 
WRK . 由 此 原理 ,我 们 将 引入 平衡 态 的 概念 . 
E jE C(X).n ld 


Spl) = DeC). 
车 a RAXA, S: 


ROBE Re LER 
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pÜT gua) = inf| Dj sup er}, 


其 中 8 取 遍 VT ta 的 所 有 有 限 子 履 盖 通过 证 明 不 等 式 : 
Paim Tea) € p,CT,g.e)p,(T.@,e), 
可 以 证 明 下 述 极限 的 在 在 性 ; 
P(T.@,a) = lim + log pnt 1 ,pa). 
o 的 拓扑 压力 P(e) 定义 为 ;: 
P.le) = P(T.@) = lim sup PCT, Pp,a). 
下 述 定理 给 出 拓扑 压 为 的 男 一 个 定义 . 
3EXE2.1.11 °° dE T:X — X 为 连续 映射 , 若 1a, i 为 一 并 覆盖 序列 ,其 直 
径 diame, 一 0, 则 : 


PCT, gp) = lim PCT. 9.2,). 
MPP Sm, RSS -seBpsRE , 例如: 
JEXE2.1.12 7 WE T LX -x Og ERE bx jn] E BH KARE ERU 
7n, W: 
PCT 9) = POT. o. aD. 
EREE Y EP HH HE 8 Z7 181 89 35 28 RESI e d FIG 5s d HE dj 
之 间 的 关系 . 
定理 2.1.13 设 丁 :X -+ 为 紧 度 量 空 间 上 的 连续 映射 ,gp € COX), 
则 : 
P(T,¢@) = EMILE t€ p.n m]. 
注意 到 作为 u MRR, ALCTO 是 四 的 ,而 < pup > 是 线性 的 . 因此， 
AAT) +< e, pu > AUR. A-A H, < p.n > 是 连续 的 .作为 u 的 函数 ， 
WR ACT) 为 上 半 连 续 , 则 有 : 
P(T,¢) = Pas, RC +< gap >], 
车 pz 是 对 于 工 RRR, HOAQ(0T) X o.n POT p) W u 称 为 
关于 9 的 一 个 平衡 态 . 
h, CTS EO ESE VERE IR UEOE PES S eR TE . 下 面 是 一 个 使 h,( 丁 ) 具 有 
上 尘 连 续 性 的 充分 条 件 . 
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定理 2.4.14 Ui T; X--X 为 紧 度 量 空 间 上 的 扩张 同 胜 ， 则 了 apse 
FR T) Æ EFEK. 

6. FEAR 

设 5 为 m (m2) 个 元 束 的 集合 ,在 5 上 赋予 离散 拓扑. Æ xis" 
ERTH S 诱导 的 乘积 拓扑 Ss 中 的 一 点 x， 记 为 x =o titta 2,); 
或 者 correr, RE Ce) 空间 33 称 为 单 边 符号 空间 , 它 是 一 个 紧 度 量 
aH. 

A4XeS-IOl.e.mc-dll.ü Xi 为 了 "了 4， 在 十 述 运算 下 成 为 紧 
群 : 

(x,) + Cyn) = Cx, + y, mod m)). 

单 边 称 位 Tid), ER 定义 为 (本 ,), = x. ER om BI HAR 
的 映射, 易 见 工 的 连续 性 . 

FrEE EEG) EFREN: 

Ir} = jy = (yj)€ Bix, = x, O=j <n}, 

所 有 包含 x 的 柱 集 构成 x 的 一 个 拓扑 基 . 

WA = (a) An x nÆ, a, € 10.11. 令 : 

XA ES =r, J € Ties = 1,n z: 0]. 

显然 ,3a AS, 的 闭 子 集 ,并 且 对 于 工 不 变 , 即 TOEIC SR. APRESS, 
T) RAG Th Markov SRA JERE 4 确定 的 有 限 型 子 移 位 . 

同样 可 以 定义 双边 符 导 空间 n = SN 与 双边 拓扑 Markov $t . 用 类 似 的 
方法 可 以 定义 双边 称 位 Ti£X,- 工 。, 以 及 双边 子 移 位 Tid, — 3 ,此 时 ,下 
A-RA. 

EL LW-TSTABEA d(x.y) = e "7 ,其 中 : 

n€z,y) = inf |; 2Orz, ~ yj, ry € Et, 
或 
n(x,y) = inf [ty IZ 0:2, 7 yl, r.y € XL. 

TPR, Ea 上 的 双边 移 位 是 术 张 同 胚 . 

7. 拓扑 动力 系统 的 性 质 

下 面 是 拓扑 动力 系统 C34, 了 了) 的 一 些 性 质 ， 
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RAF S= 10,1,…,m| 的 有 限 序 列 w = wy ws PRAT. 如果 Aww, 
= 12 js 24), so AR i . 

TERBR2.1.1 REEE A 在 第 ; 行 第 ) 列 的 元 素 为 p, 即 (A*), = p. UI 
p AB: FE AJE ,长度 为 点 的 多 许 词 的 数目 ,此 种 词 形 如 is soc Se 1， 

TEAR Ott ARBRE. S NG, iD AS RARE N12, 
JAE 1 BBO, RR T da] i.) EB AE. RERE, EA. i LER - LRP, 
j 成 立 . 根据 矩阵 的 苹 法 ,有 : 

(A*), = Sg, a, oa, 


Fyfe apy 


oul 2 
= a e. 
( Bis, Hs au) y 


k-i Jat 78-3 


- NÈ — l.i.s2a)e. Z 


=N(k,i,j). 

最 后 一 步 成 立 是 因为 :如 果 4a，,， = 0, 则 相应 的 由 i Es 的 词 不 能 延长 
为 由 i 至 ;的 允许 词 , 从 而 对 于 NCG j) 没有 贡献 . 如果 a, = 1, 则 每 一 个 由 
iE 的 允许 词 可 以 延长 为 7 至 7 的 允许 词 ,并 且 延 长 词 互 不 相同 ， 

性 质 2,1.2 单 边 位 称 TSS Xl 的 二 一 周期 点 的 个 数 等 于 算 阵 A* 的 迹 . 

证 明 k -周期 点 形 如 有 rr 而 可 以 将 该 点 与 启 
is,ttsu 17 对 应 起 来 . 因此 & 周期 点 的 个 数 为 ; 

DN, i i) = 25), = uCA*). 


现在 可 以 定义 单 边 子 位 移 TiXA-- EAR Zeta eR: 
tri) = exp| >> 4 Fi A“) |. 


1£ 52.1.3 Ertz) = [dett] — zA»]^!. 
证 明 这 只 需 通 过 一 个 简单 计算 : 
Erle) =exp R3 zra] 
=exp [trt— log( I — tA))] 


= det [exp (logt I - £A) !5] 
= [der (I — rA)]7?. 


PA P abe. d ded 
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由 性 质 2.1.2 知 , 迹 tr(A*) 为 上 一 周期 点 的 个 数 ,k& - 周期 点 为 拓扑 共 斩 
不 变量 , 故 Zeta ARBARA RERO. TER.) AAR AR. AAR 
个 系数 确定 . 

性 质 2.1.4 单 边 于 位 物 Psd — Xl Tb ae logp(A), HP 
PLA) ARB A 的 谱 半 径 . 

证 明 ”根据 定理 2.1.9 ,考虑 EL PRHE, IC wg wii. wen) [A] Ei, 
它 与 允许 词 wow, ow, 相对 应 ,所 有 这 些 柱 集 (” AE) ARS A 
ja, |. ERFAR) 显然 满足 定理 2.1.9 的 条 件 . 为 计算 ACT. e), BMS 


MMe V Ta, 容易 验证 PORTE) oi. E 


ACT an, = lim n log NCa,,,) 


x 
第 二 个 等 式 由 性 质 2.1.1 得 出 ,其 中 LB E. ARER B 的 元 素 5, MAAS 
和 之 ,1 bu | .因此 有 (TT,as) = log po(4). 此 值 与 n 无关 , 依 定理 2.1.9, 有 : 

| ACT) = log et A). 

通常 我 们 要 求 矩 阵 AWE: 

(12a, = 03k 1, Vis: 

(2) 9a, 21. V is 


log | A"** |l ,. 


= lim 
Ex 


(3) 2a,1, Yi. 


称 A 为 转移 矩阵 | 注意 ,这 与 随机 转移 矩阵 不 同 ,这 里 的 转移 矩阵 是 与 所 谓 的 
有 向 图 相对 应 的 . 如 果 上 述 (2) G) 中 两 式 都 为 等 式 , 刘 称 A AERE. 但 
由 置换 矩阵 A 定义 知 , 单 边 符号 空间 仅 由 有 限 个 点 构成 .相应 的 动力 系统 是 
平凡 的 . 因此 ,我 们 总 是 假定 A 不 是 置换 矩阵 . 容易 验证 ,A 不 是 置换 矩阵 当 
且 仅 当 存 在 某 个 i ,使 得 之 ja,， m 2. 


2.2 测度 的 维 数理 论 


在 本 节 中 ,我 们 首先 证 明 两 个 定理 :测度 正则 一 奇异 分 解 的 Kahane 定理 


ues rua ` he T6 oV ER 
mpm EU TET 
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和 Hausdorff 维 数 等 于 容量 维 数 的 Kaufman 定理 . 这 些 结 果 建 立 在 位 势 理论 
基础 上 上 ,基于 上 述 结 果 ,我 们 建立 测度 的 维 数理 论 . 一 类 重要 的 测度 是 单 维 
数 测度 ,我 们 将 证 明 遍 历 测 度 是 单 维 数 测 度 . 本 节 三 2.4 节 测 度 的 重 分 形 有 
着 紧密 的 联系 . 

2.2.1 度量 空间 上 的 位 势 

1. 测度 的 正则 一 奇异 分 解 

EX AUR ABR Ao - 紧 的 拓扑 空间 . 映射 DX x XR RH X EH 
PS Ry ,如 果 它 是 下 半 连 线 的 且 具 有 对 称 性 , 即 Eir, y) = (ya). 


设 n 为 定义 在 和 上 的 一 个 正 测度 H u © MT OX), RIDE Xe KF 
P) 的 位 势 为 下 述 单 重 积分 : 


Ul) = | Beyda), 
X 
定义 u{ 关 于 0) 的 能 量 为 下 述 二 重 积分 : 
If = | ecz yy) dunt r}dut vy). 
我 们 还 需要 两 个 测度 jv € Mt (XI( 关 于 ©) 的 相关 能 量 ,其 定义 为 : 
IG) = | Bre, oan os co 


= [fec sy dy x duly), 


第 二 个 等 式 成 立 是 因为 十 具有 对 称 性 . 
te RIE KOC Xd: 
i(K) = inf I“. 


pé MICK 
这 里 MK) 表示 由 所 有 支撑 于 K 上 的 概率 测度 构成 的 集合 . 紧 集 KOF 
o) 的 能 量 定义 为 : 
CapK = (TCR)) 1 
对 于 任 给 的 集合 王 C OXCR—IOBORdE) ,我 们 定义 它 ( 关 于 0) 的 能 量 
为 : 
CAPE VPE, OPK 


ROP RITHE U, ,Cap 写成 US th. Capp. 这 样 ,可 以 明确 位 热 ， 
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能 量 和 容量 与 位 势 核 的 关系 . 
在 位 势 理 论 中 , 极 大 原理 起 着 重要 的 作用 . 下 面 列 举 一 些 常用 的 要 大 原 
理 . 在 下 文中 MS (X) 表示 具有 紧 支 集 的 测度 的 集合 ,S. RRA HRB. 
RAT Ma OWA: 
(1) Frostman 极 太 原理 .如 果 对 任何 jw € MIX), A: 
RUGO S ep Urn 
(2) 4 一 扩张 原理 (4 Ze D. 如果 对 任何 x € MiL). A: 
supU" (a) <a supueta), 
(3) 上 有 界 极 大 原理 . 如 果 对 任何 jy: E€ MCX), A: 
sup U(x) <+ co H % sup U ^ (x) c, 


(4) 连续 性 原理 . 如果 对 任何 js E MIOD 有: 
Ur(x) 在 S. 上 连续 昔 合 LUrtz) 在 X 上 连续 . 
如 果 下 限制 在 任何 一 个 紧 子 空间 上 满足 某 个 极 大 原理 , 则 称 D W EN 
的 局 部 极 大 原理 . 在 所 有 这 些 极 大 原理 中 ,局 部 上 有 界 极 大 产 理 是 最 弱 的 一 
个 . 即使 在 这 个 最 弱 的 极 大 原理 满足 的 情况 下 ,也 可 以 得 到 下 述 Kahane 分 解 
定理 . 
如 果 测 度 py 可 写成 和 式 j = Dou, (Hte dE E ECT UO ,其 中 pn 


RAAR p- 能量, 则 称 í 是 名 一 正则 的 .如果 测度 e EPO WEE O- 
能 量 为 零 的 Bori 集合 上 MER pW - 奇异 的 . 

定理 2.2.11'1 设 XX 为 一 个 局 部 紧 且 o — 紧 的 Hausdorff Zzl8], P 2g X EXE 
个 局 部 上 有 界 位 势 核 ,那么 ,任何 测度 py © MCX) 均 可 唯一 地 分 解 成 : 

f= fit fas 

Ep, 2 o- TEN. 24 6-389. 

证 明 WE PE (ET E , BN 

w= gua ctu; = w+ peo, uic uo. 

因 pa - u2s50 BH po — n2 78 - BR TERT D -能量 为 零 的 紧 集 到 ， 
使 得 (pa — ig 天 0. 从 而 可 断言 ,两 测度 yi Mp’, 之 一 是 非 零 的 . BR 
(K) >0, 国 pm 是 下 -正则 的 , 故 CapoeK >0, 矛 盾 . 

AE. ASE X Bo — 紧 的 ,有 了 唯一 人 忻 之 后 ,我 们 可 以 假定 空间 X 本 


n ^o WEN T3 T 
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身 是 紧 的 ,并 假定 位 势 核 o MELA RE. WHE: 
S = Sð, u) = ix € XiUS(x) = ©]. 
可 以 证 明 CapwS = 0. FAR ATR: 
Hi = glg. 
Ha = pls. 


由 CapoS = 0,797] wz 是 o 一 奇异 的 ,注意 到 ; 


Var) (x) < 9, Yre S. 
Bib BT Ln, dI ELE SR D 一 能 量 有 限 的 测 座 之 和 : 
Hl 一 2j Ys o 
其 中 ， 
vn = files 
EF, = |e Sin & U;(z) X n 4+ 1]. 


2. Riesz f # 40 oH HE 

设 X 为 一 个 局 部 紧 且 e 一 紧 的 庶 量 空间 BARE d, Si QIR'— Rt 
为 一 个 缓慢 递减 函数 , 即 p PHIM, AE: 

pO) = Aplr), Vi>o, 
BPO< SK LM ASP 1 为 常数 .我 们 可 以 定义 这 样 -- 个 位 执 核 : 
O(xr,y) = gld(r,y)), 
HR OAG- KB. 

一 个 重要 的 特殊 情形 是 q(t) = (a > 0). 相 应 地 称 9 — BK a ~ Riesz 
核 ER a Br Riesz 核 . 一 个 有 用 的 事实 是 x - Riess Ki A -扩张 极 大 原理 . 
M. iiti n] BORER EE 4E a — Riesz 核 进行 分 解 , 得 到 所 滑 的 a 一 正则 测度 和 a 一 奇 
异 测度 . 

22.227] BX D ILS EE EL s- 紧 的 度量 空间 , 则 任何 测度 jx 
€ MCX) 可 以 唯一 地 分 解 成 : 

H 5 Hy t Hz» 
其 中 pi Eo- ENNE, p 是 a 一 奇异 的 . 

WEAR 只 要 证 明 a - Riesz 核 满 足 4 一 扩张 极 大 原理 (4 待定 ) . 这 基于 

一 个 简单 事实 : 给 定 一 个 球 ， 球 外 的 一 点 到 球 心 的 距离 要 比 该 点 与 球面 上 仁 
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何 一 点 的 距离 的 … 半 要 还 . 准确 地 说 : 
d(y,z)m dlr, z) RS dly.s) = 3 dy, 2), 


其 中 ox 表示 球 心 ，x 表示 球面 上 一 点 ，? 表示 球 外 一 点 . 现 设 po MCX) 
BAX Sas BE: 


sup | Cx y)dpC y) «o 00, 


LEXA S 根据 S, 的 紧 性 和 v 的 连续 性 ， 存 在 基点 LCS. GUB. 
d(z,z) = inf d Cy, 2) > 0. 


根据 上 面 指出 的 简单 事实 ， 我 们 有 : 
ds) dry), VyES,. 


另外 ,根据 o 为 缓慢 递减 的 事实 ES A > 0, 存 在 常数 CC AD ,使 得 : 
pl At) <= AC IM Cr), 


故 : 


Bizy) SAO Plr, y). 
从 而 ， 


Un) =| ®z,y dul») 
«ACC 中 Ola. y duly). 


dit, AHR A = ACO D. 
现在 ,我 们 可 以 来 定义 集合 的 容量 维 数 . 集合 ECC XO 的 容量 维 数 定义 
H: 
dim, E =supla = 0:Cap, E > 0| 
=infle > 0:Cap, E = 0|. 
ja m ,我 们 将 证 明 集 侣 的 容量 维 数 与 2.1 节 中 定 尺 的 Hausdorff 维 数 相 等 . 
3. FARE OMAM DEE 
该 定理 是 为 下 -- 节 的 Kaufman 定理 做 准备 的 , 它 的 证 明 将 依赖 于 Von 
Neumann IBEX Big E. 
定理 2.2.3 KOARERMX EBSg … 个 位 势 核 , 我 们 有 下 述 等 式 : 


i 
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sup min J(g&,v) = min sup f(pgp,v). 
RE MTUA) vE MIUX) »€ MI! X) 4€ MY (XY 


TEAR SE PECES EA TRA A E MER RA, BU: 
sup inf Ue Cy) = sup inf I(g,v), 


ge MIX) wt MILX) «€ MI LXI 
I 1 1 


inf supU" (a) = inf sup (gv). 


EM LAN 75 vEMIOR: wp MIO 
这 两 个 等 式 成 立 是 因为 : 
Le Cy) = Fw, dy), 
p= inf U"Cy) S& ICp.v) E sup U^ Cr) =q, 

分 别 以 p Ag RRA TPE. 显然 pqg , 故 只 需 证 明 g p. 

首先 ,我 们 在 更 连续 的 很 定 下 给 出 证 明 . 

任 给 s > 0, IH X B TE Rb HSH. TUR X. 的 一 个 分 划 
{Er heren, ME: 

i ®Cr.y) Blr Ly) I e, V Gru y ) € E, x E,. 
MEM LS jan Mick XD n, Eey) € E, X E,W: 


IG») = $1 ec, y) dpdy 
PEL EXE, 


= 5 (x. xp, + Ole). 
iE c Ad Von Neumann {R A IR /]v T8 Pr 8 E BS B Cb Cr, 0422 的 最 和 佳 值 , 那 
4 p-ctO(G)Hq-ct Ole). Bik p-g = Ole). Be BO fEXR TEIG SJ 
Po q.d qe p g BARE, H pg 的 上 述 第 一 个 表达 式 , 雇 及 MIX) 
的 紧 性 和 D 的 连续 性 ,可 以 得 到 满足 下 式 的 淹 度 pp 和 vy: 


min U"*(y) = go = max U*( x ). 
JEX EN 


还 有 : 

ge = lol nove). 
现在 可 以 放宽 对 O 的 连续 性 要 求 ， 如果 钊 只 是 下 半 连 续 , 可 以 假定 存在 一 列 
BERKS, — Bit; 


Un 


fn = Me? 
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vn = ovg. 
Hn MEMA m = n, M: 

Ug (2) gs Ug Cr) * oque 
由 MIX) 的 紧 性 ,可 以 假定 ww ARR PONE v ,注意 到 ToC v) 的 连续 
性 ,可 得 : 


Te (pv) X lim Io (uv) 


lim. Is (p Yin) 


4o — co In vg) SE supg, BE s 


inf sup I(g,v) X sup dlp, v9) 


rE MICA) pE MYON) EMIX 
SSUP gm. 
AAW, RA: 
d» = lo Cros Yn) = sup inf Ip Cuv). 


BEMI (K) vE MIU? 

由 于 >, <0, bP FARA x p. 

4. dim,, = dim, 

RATT RAT, FE RT RE Bt fu] BOR Ae Oh) EP Hausdorff 维 数 . 
本 节 将 证 明道 向 不 等 式 在 可 分 完备 度量 空间 上 成 立 . 该 结果 是 由 R. Kaufman 
获得 的 . 

定理 2.2.4 (Kaufman EB) 设 {X,4d) 为 一 可 分 完备 度量 空间 .对 于 任 
何 Borel RECX RNA: 

dim, E = dime E. 

在 欧 氏 空间 中 , 这 是 熟知 的 Frostman 定理 , 该 定理 的 关键 是 下 述 
Frostman 5138 : 

HE K(CR") AES ,为 使 H,(K) > O,H,CK} 为 gq 一 Hausdorff 测 FP , 34 
且 仅 当 存 在 一 个 支撑 于 OK 上 的 正 测 度 ,使 得 ui BO n) x g(r). 

我 们 将 证 明 一 个 类 似 于 Frostman 引 理 的 Kaufman 引 理 . 为 最 终 证 肖 
Kaufman 定理 ,不 仪 需要 极 小 定理 ,而 且 需 要 一 个 深刻 的 R.O 〇 .Davies 的 结果 . 


cair ai har E EEEE E: 
: ikine, EsAN rH s 


PE nah rtr - 59 + 


i K(COX) Ko AR pR RC 为 单调 
< OCoC) WE HCK) > 09, 则 


定理 2.2.5 (Kaufman 5| HE) 
EAEAN, HWE S0 -0.9(20 
对 任何 与 p 性 质 相 同 且 满足 
[ aC), <+ oon 
o f 


pg 
BOBOL r0) “a t gir) 


特别 地 ,如 果 HCK) > 0, 则 对 任何 > 0, 存 在 jy C MI(OK),0518 


的 函数 ? ,存在 概率 测度 w C MICK) 和 常数 (> 0, 使 得 


LBZ, r) = OCF). 
定理 2.2.6 (Davies EH) WX d) AR orSE SEHE RS [8], p: R^ R* 
AE R, LAE p0) = 0,¢(22) = O(gCD. 如果 Borel 集 ECC 
X) 的 Hausdorff 测度 H,CE) > 0, 则 存在 紧 集 天 CE, E HK) > 0 
为 证 明定 理 2.2.6 ,我 们 先 证 明 两 个 辅助 引 理 . 
引 理 2.2.1 设 Pp:R 一 R 和 7:R — R* 如 定理 2.2.$S(Kaufman 引 埋 ) 
中 所 述 . 考虑 处 上 的 位 势 核 鲁 (x,y) = 1/4 ol dlr,y)) eX AR, WE 


何 测度 kw E MIXO, RIIA: 
BU BG. r)) < uiBix.r)) 
WpPÜUUSG) S Vele) x C sup rg ZED 
其 中 常数 CRF en. o AX 的 直径 
证 朋 可 设 eC les) = 0,7 € X. UTHER r > 0, 有 


Hg. _ duty) — 
uad >| iuo eG y) 


p Bir, r)) 


pir) 


FRE (2.2.1) 式 中 的 第 一 个 不 等 式 成 立 ， 
为 证 (2.2.1) 式 的 第 二 个 不 等 式 ,不 妨 设 X 的 直径 为 1, 则 


a =< —odg(y) _ 
Uso s sa ure ee 
— ge (BCr,2°")) 
x 
> pl2 "1) 
(B(r,r)) r 
"p SUP g(r dar PEG ) 


Bie be dant pi, 
E ac XN 


- 60 * 4a JE JL fn] El 18 5: I FH 


A [xg [19:10 222] 
Cy f t dé sup g(r) alr) ` 


引 理 2.2.2 记号 同 引 理 2.2.1 WRA: 
S(p,d)- lx € XiUS(x) =+] 

则 Hí(S(o,0)) = 0. 

证 明 HA D 0.f80E x € 5(5,0),182| 982.2. 1 知 ,存在 序列 r, = 
ru Cx) ,使 得 ; 

BOBOr ra)) Ze Anplra) yir). 

TR r, — 0. 根据 Vitali 2M iE S] SE, 对 任 给 3 > 0, 可 以 从 Vitali 覆盖 
IBGz,r,Cr)):z € Sle, d0,n 11 中 取出 一 列 球 Bou.) EVER 
3, ABB Br, < 8 WR: 


Sla, B) CL) BG 35). 
然而 ， 


> plar dylara) xC2, >) eG qo 


k=l 


ct pO Gn) 
c 


Amif& Hal Sle 0) C /A. 0 A — cll: Q 
Hpi Sle, B) = 0. 
定理 2.2.5 的 证 明 如 下 : 
RK = X ARR, AWE ACK) > 0. 根据 引 理 2.2.2 , 任 给 «€ 
MICK), Sla, 0, ,) z- K. Aiit: 


inf Us (2) < o, Wr © Mi(CK). (2.2.2) 
我 们 还 可 以 让 明 如 下 进一步 的 结果 : 
sup inf U7 he) x oo, (2.2.2Y 
we Mr iK) “E 
WE, RAR MEE TE — 9 SE, C. MI(CK), 使 得 : 
inf Ur, (x) 22", y — OO. 


eS hota eun whe i Eda. 
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4 
pz DUE. m € MIO, 
MRE x € K ,我们 有 : 
Us Cr) = D2 a) 


m» «25 — oo, 
这 与 前 面 所 述 的 事实 相 了 矛盾 , 故 (2.2.21) RE. 
于 是, 根据 相关 能 量 的 极 大 极 小 原理 ,存在 某 个 概 府 测度 so EE MIK), 
使 得 152 < oo. H3] HE 2.2.1 即 得 所 要 证 明 的 结果 : 


Birr) < c £2, 
yr) 


定理 2.2.4 的 证 明 如 下 : 

Ba = dimr 王 ,8 = dim, E.f£4 e > 0, 我 们 有 Cap. E > 0, 从 而 存在 
RP BRK CE RARER PMB © MICK), EB I, < o iiis m 
2.2.1 ,我 们 有 : 

o€Blr,r)) Ore Yoe K. 
fk AA Billingsley 定理 , 47; 
Bee dimyK a - €, 
故 得 pS a. 

为 证 反 向 不 等 式 , 只 需 证 明 ; 对 每 个 Eele <A Capg., > 日. 

依 假 设 , 有 Hy.(K) > 0. FE, Davies THRA, TEER K OCE, AR 
我 们 依然 有 Hp LACK) > 0. 现 应 用 Kaufman 3| EB, 得 知 存 在 测度 p E 
MICK), EiS: 

n(Blayr)) Ser! , 
从 和 而， 由 引 理 2.2.1 得 : 
sup Ug_.(2) < oo, 
A : 
Capg. E > Cap; , K > 6, 
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2.2.2 测度 的 维 数 

1. 定义 及 主要 定理 

设 四 为 完备 度量 空间 ,对 于 其 上 的 正 测 度 jy CM’ OO ,我 们 定义 几 种 维 
数 , 并 且 将 证 明 ,其 实 只 有 两 种 不 同 的 维 数 , 分 别称 之 为 上 维 数 和 下 维 数 . 另 
外 ,通过 考虑 局 部 Lipschitz 指数 ,可 以 给 出 计算 上 维 数 和 下 维 数 的 公式 . 上 维 
数 和 下 维 数 相同 的 测度 称 为 单 维 数 测度 .这 是 我 们 常常 明 到 的 .具有 较 好 性 质 
的 测度 . 

测度 e 的 支撑 维 数 定妆 为 ， 

dim, ge = inf i dim F:F A Borel S&, (PF ') = 6}. (2.2.3) 

这 一 概念 很 自然 , 它 刻 画 了 支撑 测度 的 “最 小 "Borel 集 的 大 小 (最 小 Borel 
集 并 不 是 唯一 的 ). 

测度 wx 的 能 量 维 数 定 交 为 : 


dim, ssupja>0u= Di, I^ < co. (2.2.4) 
EXE dE EAE GE E PX . 
测度 上 的 上 谱 维 数 和 下 谱 维 数 分 别 定 尽 为 : 
dim” p = inf ia Ze 0:p(S(p,aY O = Of, (2.2.5) 
dims æ = sup la Ze 0;p(S'(p,a)') = 0l, (2.2.6) 


其 中 Stpg ,a) 为 对 应 于 Kahane 分 解 的 奇异 点 集 ， 
以 H, ia 维 Hausdorff 测度 .如果 HF) = 028 8 uF) = 0, 则 称 yy 关 
于 OH, 绝 对 连续 , 记 为 a 之 H.. UAE TE Borel E F HCE) = Off pF) 
= 0, MFR px FH, SICA e 日, .依照 这 两 个 概念 ,可 以 引信 测度 yp 的 
连续 性 指标 和 奇异 性 指标 : 
测度 jy 的 连续 性 指标 和 奇异 性 指标 分 别 定义 为 : 
Ind, g = sup fa 20:e « H,}, (2.2.7) 
Ind, = infia 2O:e | H,}. (2.2.8) 
FMR NRRL Te, HE ee EA eB 2 小节 . 
定理 2.2.7 对 于 正 测度 a € M^ (X), RE: 
dim, y = dim, u = Ind, x, (2.2.9) 
din u = dimp p = Ind, pz. (2.2.10) 


es eius cde. 


deat o Sema vk A Bi 
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dim, = dim” p. (2.2.11) 
有 了 定理 2.2.7 ,使 可 以 简称 dim" « Zi ME BE, 的 上 维 数 ,dim, u Ae HIT 
HE. 
现在 考虑 如 何 计算 上 维 数 租 下 维 数 , A ELME e TE (CE XO 点 好 
#) CF ) Lipschitz 指 煞 为 ， 


lone Brae} (2.2.12) 


其 中 B(z,r) 表示 中 心 为 z 旦 半径 为 > 的 球 . 同样 ,可 以 定义 (上 )Lipschitz 指 
EOD G2 x) MR DG a) = Dinz) BARREA Dar). 这 里 ,我 们 
只 需 用 到 DD (yp,x). 


5E9R2.2.8/5 对 于 正 测度 p € M^ (X) ,我 们 有 : 
dim, 2 a€? D(p,z)£a, u — JUS AB ABER. (2.2.13) 


Dp, x) = lim inf 


dim* pS ac D(u, x) Sa, n — 几乎 处 处 威 立 ，、 (2.2.14) 
该 定理 可 由 下 列 公式 表述 ， 这 些 公式 称 为 测度 的 维 数 公式 ， 
dim, x = sup ia 20: DCp,x) Zo a.p — JUP Abb MI}, (2.2.15) 
dim" g = inf ja 20: Dur) s a.u 几乎 处 处 成 立 1、 (2.2.16) 
HZ dum. 5 dim^ p 4+ 949 Lipschitz 指数 D(z, x) 的 本 性 上 确 界 和 下 
A NR dim. < dim" py, 如 果 两 者 相等 , 则 称 测度 为 单 维 数 测度 . 此 
时 ,Lipschitz 指数 Diper) HM gu — JP SbRER SE. 
为 了 更 明确 地 刻画 单 维 数 测度 ,我们 引入 一 类 请 度 . 测度 a 称 为 w 一 
Lipschitz 的 .如果 . 
LB) x CldimB)*, 
这 里 B 为 任意 球 ,而 C 为 不 依赖 于 五 的 常数 .以 A, RA a — Lipschitz 测度 
的 集合 . 
BO «a eco, 测度 o 称 为 a - 原子 ,如 果 对 任意 > 0,g 满足 : 
(D s «€ A... 
(2) »sxi u,v € Anu Br = 0. 
可 以 写成 一 列 a — PSR SB E im PRY oo - 维 测度 . 
定理 2.2.95] 对 于 正 测度 4 € M(X), FARES: 
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(a Aa — ME, 

GO DG, x) = a 为 一 几乎 处 处 成 立 ; 

Giddy Hs, H e L Hp VB <a: 

(iv) 存在 Borel Œ 下 ,使 得 pF) = 0 而 dimF = a. 

对 于 满足 dimE < a BU Borel R E, H SE) = 0. 

—^ WE yy PRA JLB a - Lipschitz ic P9 & € Al WRA RE K, {E 


fü. 
lge € A, BOX N K) « e. 
我 们 有 如 下 事实 : 
Rec omen CAL. (2.2.17) 
B € A, BE 。 < oon. (2.2.18) 


我 们 称 测 度 jy 为 弱 a - 原子 ,如 果 它 满足 o- 原子 定义 中 的 条 件 (2) 及 条 件 
了 

我 们 不 难 证 明 ,测度 y  — ER, MASE OS BL 088 a - 原子 
之 和 . 

2. 定理 的 证 明 

(1) 定理 2.2.7 的 证 明 . 首 先 注 意 到 ,存在 Bored Æ BEB: 

LB)=0, dimB = dimp. (2.2.19) 
事实 上 , 任 给 整数 n D 1, 存 在 Borel 集 B, ,使 得 : 


(BY) — 0, dimp <dimB, < dim, g + t. 


MTR BAB (n SI GE. 
为 证 (2.2.9) A ,我 们 先 证 明 下 列 不 等 式 : 
dim, ge & dim, g x Ind, p & dim, p. (2.2.20) 


4 a, = dim, gp, a; = dim,p.a4 = Ind, «. E i£ EX EM Be > 0, 


Us (2) <, à 一 几乎 处 处 成 立 . 


K, = jerm SUS LOO € n+l], n m0, 


n 


-aurie asa SEAR 
E CETERE ES S 
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DUE 
Bc Dan. Le, <+, 
从 而 a, x az. 注意 下 列 事实 : 
E< co 蕴含 pp < Capa. 

这 是 因为 SOR FEE Borel fE 下 ,使 得 Cap,F = O mj &«CF) >0, 则 存在 紧 集 K 
C F, tH Cap, K — OM p(K) 2 0.iX 5i SESC Ir < co 382738 . 依 上 述 事 实 ， 
显然 a. Soy WEB F = Sfat e), EFP e m ORINA ul F) > 0,H 
Cap, +e F=0,AT ux Cap, +e KEM, H ai Sa). 

为 证 (2.2.10) 式 , 我 们 将 证 明 下 列 不 等 式 : 

dim” pg X dim, xe x Ind, p x; dim" p. 

4 8, = dim" u, f; = dim,u fa = Ind,u. Bb, BRR Borel E B, 

{EI ae CBO = 0, 而 dim B = 六, 因此 ,为 使 B, ze p, AE, 


dim B > f, — e, Ve 0. 
然而 ,由 B, 的 定义 ,如 果 取 A = SCA): 
BCA) 2 0, Uy (4) < eo, YEA. 
特别 地 ， 
ef 吾 门 4) >a, Us 0) < o, VrcC B[) A. 


Bar sun AEE ESE K C B () A 和 常数 M > 0,448. 
(K) >0,Uh CO x M. Vee K. 
因此 ,Capg -cK > 0, Åk dimB = dimK Ze By -ce. 对 于 任何 e > 0, 存 在 Borel 
集 下 ,使 得 Hy CF) = 0,1 eC) = 0, 8; <dimF < p; + ,此 即 (2.2. 
10) A. RAR F = Su B, c), WW: 
Capas F = 0, uF =D, 
Et, XC Ai + e. (2.2.11) 式 是 显然 的 ， 
(2) FE H82.2.8 ENEH. {EB 0 < e< a RITA: 
je: DG x) abc E. 
其 中 ， | 


* 66° ay Fe JL Ap Rif 5 p FH 


E, = [reel Bla.) & rx 

因此 ,和 如果 D (ex) Da My -几乎 处 处 成 立 , 则 /可 以 写成 一 列 (a — e) 能 
量 有 限 的 测度 之 和 , 故 dim, pp > a. 

为 证 明道 命题 ,注意 到 对 任何 B1 < a < dim., p, 

U(r) < ©, jp 一 几乎 处 处 成 立 ， 

从 而 DG) I Bye 一 几乎 处 处 威 立 .于 是 ,我 们 证 明了 定理 2.2.8 中 的 第 
一 个 等 价 关系 (2.2.13). 

现在 设 D (pyr) Sa 为 pn — 几 平 处 处 成 立 ,我 们 断言 dim” p < a, BHE 
给 s > 0， 


UL x3 = €, 产 一 几乎 处 处 成 立 . 


SUR ASR ARTE RSE K Ei eK) 20,00 U (2) « vo, V z € KAM, 
D (nu, r) Bate, V :CK. 
RART. 
ZR Der) ape -几乎 处 处 成 立 , 则 存在 人 > 0 与 集合 Ff， 
使 得 : 
BOF) > 0,dimF < dim’ 4, Diy,r) at 6, VrcF. 
依据 Billingsley jE E, dim F Ze a + 8, ATi dim" & Ze a + 6 KARE dim" x 
2 AAS . 
(3) 定理 2.2.9 的 证 明 . 为 证 明定 理 2.2.9 , 先 引 人 测度 的 能 量 指标 的 概 
您 ,并 证 明 一 个 准则 . 
测度 a 的 能 量 指 标定 义 为 ; 
elu) = sup [a Z2 0: Ff <+ eo], 


我 们 有 如 下 准则 : 
准则 2.2.1 ” 非 零 测度 py 7985 a -~ 原子 ,当日 仪 当 : 
dim* pg = el) = a. (2.2.21) 
证 明 必要 性 .假定 n Ae 一 原子 ,只 需 证 明 : 
a elpu), (2.2.22) 
dim" g xia (2.2.23) 


个 等 式 (2,2.22) 电 定 义 即 得 . 为 证 不 等 式 (2.2.23) , R AWEH : 


7 


E m : > 


eh 


"e 
E 
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UE, (G) = 0, 一 几乎 处 外 成立, V e > 0. 
如 车 不 然 , 则 存在 紧 集 KK 和 常数 M > 0, 使 得 : 
E>0, UL,G)« M. Wt © Kk. 
FE, UM <4 co X-MAS le CAL, 从 而 存在 另 一 较 小 的 紧 集 Ky 
C K ,使 得 : 
uK) > 0, lk, € A, t. 


由 于 a Bia- 原子 ,上 述 两 事实 不 相 容 , 故 (2.2.23) ARY. 

充分 性 .假定 (2.2.21) 式 成 立 . BR. <+, V e > 0. MRR AES 
WU BE RR soe ER» € Ane R—T Borel E BUF (Bo) = 0, dimB 
= dim" a, AMAT LR SU E OK) > OM BE K C B. b, dimë > dimK 
mate, R5 dim" & = e HAA . 准则 得 证 . 

由 定理 2.2.7 吕 知 ,定理 2.2.9 GDG, G SEP AY. PE pp Wa 
一 维 测 度 , 当 且 仅 当 (iv) 成 立 ， 

假定 e 为 x - HEMI HE, ko 维 测度 的 定义 及 前 面 所 证 明 的 弱 a - 原子 判 
别 准 则 ,可 以 知道 dim, i = a. 

(iv) 中 的 另 一 事实 ,可 采用 反 证 法 证 明 . 假定 存在 Bore] 集 ,使 得 dimB < 
a M eB) 2 0.f£28 e > OR NAH: 


V 


Ho— Par 
其 中 ou € AUS A AER PE jp, ,使 得 py,(B) > 0, 从 而 存在 某 个 紧 集 
K C BER 4, (K) > 0, 于 是 ,dimB Z9 dimK > a — e. 3X5 dimB < a MF 
L- 


假定 (iv) 成 立 ,固定 n Z5 1 ERE pe 进行 x — a 7n 阶 的 Kahane 分 解 : 
#5 la H tlp Hs 
其 中 A, AB, WE: 
Capa-2 Ba = 0, Ukali) < o, — V1€ A, 


显然 ,dmB, <a 一 " <a. W u(B,) — 0.4 X, = Ut =, 视 和 为 概率 空间 
(X, 2) 上 的 随机 变量 (假定 p(X) = 1). RIMES, X, 几乎 处 处 有 限 . 因 
此 存在 常数 M, ,使 得 : 


- 68 + SUE IL it om A 


1 
OX, = Mp) s Taa 


n 


İK Borel — Cantelli 引 理 ,我们 有 : 


E 


e CU ‘a (X, < Ms} ) = 1. 
n=] m-n 


现在 选取 : 


Cy = 1) Xn < Mais 


C, = N IXa € Ma IN G a» a22, 

Wi] | C, | 构成 概 举 空间 XX 的 一 个 可 数 分 划 . 于 是 ,可 以 将 o 写成 : 

u= Dale pe 
如 果 m Sen Wn, — lo WE: 

I Uy" a dpn 
mo ody "Um 
<| Ma Wty 
X 
=|. X. dp s Mn. 


RERE, PES MS 2, 部 是 弱 a - 原子 , 故 Ra - 维 的 . 

3. ihm mA Ed 

我 们 考 虚 两 种 遍历 性 ,一 种 来 自 经 上 典 的 遍历 理论 ,在 前 一 节 已 经 讨论 这; 
另 一 种 来 自 调和 分 析 '*101, 我 们 将 证 明 遍 历 测度 是 单 维 数 测 度 . 

设 站 为 完备 度量 空间 ,( 关 ,A ,py) 为 概率 空间 ,了 :X 一 X 为 保 测 变 接 ,如 
MEM E C A,dimE = dmT ' E, Wl f& Hausdorff 维 数 是 了 — RER. 

定理 2.2.10 假定 Hausdorff 维 数 为 T- 不 变 的 .每 一 个 人 -不 变 的 这 
历 测 度 是 单 绯 数 测 度 . 

WE AA (iw pC EL} 0.54 


F= UTE. 
n=1 
TREE, pC P)=1, BRE, 
dimF = sup dimT "E = dimE. 
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D, 

a = sup 1A Ze 0: A CC X H dim A « AARAA) = 0l. 
我 们 将 证 明 dime = a. AK. Re FE dimF = a B.4(CF) = 
由 a 的 定义 , 任 给 zm 1 ,存在 王 。 ,使 得 : 

dimE, < a + La uCE,) > 0. 
根据 前 面 所 证 ,可 以 构造 P, ,使 得 ， 


dimF, < a + ,有 4G) 21 


RUE F-[lF. 

RE tit SA PE . 

GARE EI mR Abel H.D 为 G 的 可 数 子 群 .如 果 A+4d= 
ACV d ED), 则 集合 CG 称 为 DD -不 变 的 .如果 对 每 一 个 局- 不 变 集 有 A， 
BCA) = 二 0 或 1, 则 概率 测度 a BRAD - 38D. 

BD- ESAT PB SS : 任 给 两 个 满足 CE) 0, p(E' ) 2088 
RGEME FTE d € G EAE- a) ] E) »0. 

如 果 对 任 给 的 满足 2 (EF) > 0,p(E') >0 的 两 个 集合 五 ME FEE 
G(R ERF D) ,使 得 jy((E — x) 1) EO > 0, 则 称 为 能 测度 . 

由 此 可 见 , 能 测度 的 概念 弱 于 了 - 遍历 测度 的 概念 . 

依照 证 明定 理 2.2.10 的 同样 方法 ,可 以 证 明 下 述 定理 : 

定理 2.2.11 ”可 度量 化 的 局 部 紧 Abel 群 上 的 能 测度 为 单 维 数 测度 . 

恨 据 上 述 两 定理 ,可 见 许 名 测度 都 是 单 维 数 测度 .但 是 计算 具体 的 维 数 ， 
则 是 另外 一 个 问题 . 我 们 所 提供 的 工具 之 一 是 定理 2. 2.8 中 的 测度 的 维 数 公 
式 . 关 于 维 数 的 计算 ,可 参看 文献 "531 DB- 

测度 的 Packing 维 数 也 有 并 行 的 理论 . 


2.3 ”符号 空间 上 的 Gibbs 测度 
xk HL fr f Ay Gibbs 测度 理论 应 属于 D. Ruelle. Gibbs 测度 起 源 于 热 动 力 


学 理论 , 其 主要 定 娃 的 证 明 不 同 于 原始 的 证 明 ,而 是 建立 在 Gibbs 测度 理论 之 
上 的 . 利用 Perron 一 Frobenius 定理 , 可 以 不 需要 Ruelle PB je qup E BE 
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Gibbs 测度 .我 们 将 由 此 入 手 展开 讨论 . 


2.3.1 Parry - Markov — Gibbs M EE 


1l. 引言 

我 们 先 考虑 一 个 物理 模型 ,以 便于 了 解 Gibbs 测度 的 物理 意义 .假定 一 个 
物理 系统 有 m 种 可 能 状态 ,… ES :它们 的 能 量 分 别 为 E o, En 《国定 不 
EAT) EA pisc Los CALA EEE). RE MASE LO : 


5 = SOP os pm) =“ 2j Pj log Py: 
平均 能 量 为 : 


E = EC pists pm) = > p, E, 
B HBER Du 
F = FO bu) = S- BE, 
RP 8 = IAT 为 物理 常数 ,了 为 温度 ,假定 TT 为 常数 }). 
利用 Lagrange 329% ,容易 证 明 : 
max F{6,,°-,),) = log (D1e°5), 


: 
DELE aH 


ABABA 


e PF, 


确定 . 这 个 最 大 秆 点 (p1,… pu) 所 确定 的 概率 在 物理 学 上 被 称 为 Gibbs 分 布 . 
确切 地 说 ,是 能 量 为 (E,,…, 玉 ,) 的 系统 (i,… XL) 的 Gibbs 分 布 . 

现 考虑 一 个 较 复 杂 的 系统 . 以 整数 点 集 ZZ 表 示 其 位 置 ,以 11,2,…, m1 表 
示 每 个 位 置 } E 莹 可 能 出 现 的 状态 . 因此 ,系统 的 某 个 配置 由 取 值 于 集合 
11,2,…, 和 | 中 的 一 个 序列 表示 , 即 由 工 = (Gr) € 11,2, m L^ ER. 我 们 
按 下 列 方 法 来 定义 该 系统 的 能 量 . 

(1) gi E) 表示 由 于 外 力 对 状态 € 11,2,… ,zm | 的 作用 而 产生 的 能 量 . 
假定 该 能 量 与 状态 的 位 置 无 关 . 

(2) polit. iziki oko) 表示 位 置 ifa 处 的 状态 kiska 之 间 相 互 作用 而 产 


P, 
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生 的 能 量 . 假定 p: 为 齐 性 且 对 称 的 , 即 假定 存在 函数 213k) k) ,使 得 : 
Pi (Fs zt hy ka) = æli — diii. 
pkjiki bs) = ga(— jii E39). 
于 是 ,系统 的 状态 C12. am RMA SHB, 的 能 量 , 定 尺 为 零 位 置 受 
外 力 的 作用 及 其 与 其 他 位 站 r, 相互 作用 所 产生 的 能 重 之 和 和 , 即 : 
piro) = pyr) + >> pilji z, xa). 


MACH x 的 能 量 应 
E(x) = 2e, ) + 24e - diest). 
由 于 上 述 两 个 级 数 的 收敛 性 有 待 研究 ， 因此 ， 我 们 先 讨 论 部 分 状态 : (x 。…， 
tors rQ ,也 就 是 说 ,讨论 具有 m^! 个 配置 的 有 限 系统 . 
状态 (z- orotan) 的 能 量 可 以 定义 为 ; 


Ex a or Tn) = Da qup. 


+ 24 wx jiza) 


m Pa RS ot 


根据 前 而 的 简单 模型 ,该 系统 的 Gibbs 分 布 上 应 是 : 


pen (CTs EEDE a TEE Tn) 一 Zoe BE Cr xg x ， 
其 中 ， 
Z, 一 M e BE (Gr. Degree 
(REE u, RE e 存在 ,自然 可 以 视 jz 为 无 限 系统 的 Gibbs 分 布 . 
令 : 


Si sup pira) I< o, 


这 意味 着 ， 距离 远 的 两 位 置 相互 作用 员 如 果 在 能 量 OE, (zig dg ey) 
中 各 入 gOS a) 与 其 他 zx 之 间 的 相互 作用 , 则 修正 后 的 能 量 可 表示 为 ; 


Dieter, 
WRB S BU SEHE, 相差 不 超过 某 常数 C、 修正 后 的 能 旦 的 表达 式 使 用 起 来 
很 方便 . 因此 ,取代 原 有 分 布 rn RINSE g 表示 的 : ABE pL BD s 


“72° 5r TE JL far BG 55 nz RH] 


~ 
Mal Dine Tor xu) = Zh, 


其 中 ， 


[PEE LIE. 
-n u 


显然 ,比值 u, /Ais 介 于 两 个 常数 之 间 , 因 此 如 果 Gibbs 测度 u FE, EK 
足下 述 关系 : 


£x iyi = 2), lp lint 


exp[— Pyn +> e(t] 


<E 


这 里 为 常数 ,而 且 有 : 


Ps = lim 上 > e BE Cr rer) 


oo hy 
称 为 平衡 状态 的 压力 ， 

2. Parry ~ Markov 测度 

HA = (a,) 为 取 值 0 或 1 的 m x om EE, EES ST BIG 8 S el 
个 子 空间 Di BRE A ARB LI. B= (6,) 为 mx m MAPA. RE 
b, > Oa, = 1. BERE B 可 以 定义 一 个 (能 有 量 ) 函数 0: -~ R, RI: 

glx) = b... 

显然 ,9 是 连续 的 ,x € 54 YAR G(r) > 0, V; SO. 

现在 来 构造 以 p(X loge) 为 能 量 的 Gibbs 测度 . 

由 Perron 一 Frobenius 定理 保证 , 3E MA T 2048 PE B 具有 极 大 特征 什 p > 
0 及 相应 的 严格 正 的 左 特 征 向 量 pe = Cp) 和 右 特 征 向 量 y = (uy, 
Ym)’ Ri: 

eB = pou, Br = pv. 


选取 jz 和 ， ,使 得 An = 1. EREE r = (7) 和 随机 矩阵 P = 


Cp,): 


容易 验证 ,x = Pr. 因此 ,可 以 定义 以 x 为 初始 概率 、 以 卫 为 转移 概率 的 
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Markov 测度 e. 确切 地 说 ， 
ET {tr = Ag Pa Pa a, 
或 
X Glar. U b. at 


bs, 1 E n Fy 
“(i Cz} = os d Ta 
p 


(x)gC Tr): p(T" ^x), 
au = ERLEBT ZUM 
Pe 
定理 2.3.1 8 9 为 由 B REMEMBER, o 为 日 的 最 大 特征 值 . 存在 
概率 测度 20€ MISA) ,使 得 对 于 某 个 常数 二 > 0, IA 2219s © Sh, 


A: 


p, (x)) 


wal 
exp [5 logo - 5 log et Tr) | 


yoo 


证 明 根据 上 述 Markov 测度 PO us, RA n.o He XEXA 的 正 
则 性 , 即 得 定理 . 
TEH a € R, VA Bi BE CELO CHE 07 = 00 .该 给 阵 确定 国 数 eo^ ,以 pola) 
ii B' 的 最 大 特征 值 , 则 依 定 理 2.3.1 ,存在 测度 a, €. MICE). (Ei. 
este) c, 
exp [n log pCa} 一 2» log eO] 


我 们 称 族 1 1 ,ek Ay 的 Gibbs 测度 . 每 个 Gibbs 测度 ps BLL SL 为 次 集 . 
pa 的 其 他 性 质 综 述 如 于: 
(1) pg 为 工 一 不 变 的 遍历 测度 . 
(2) 公式 ; 


a-l 
log pla) = lim 4 log } > exp a > log eC | 
ncm t a) 1=0 


DS 


El 


È. 


1 
£. X 


成 立 . 
(3) 满足 定理 的 T — 不 变 测度 是 唯一 的 . 
(Hola: R= R AP BRAS tr eR Tr 
BF HEATER SC REO BE BB BEB Gibbs 测度 的 存在 性 及 其 性 质 . 
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2.3.2 Gibbs 测度 


l. Gibbs 测度 的 存在 性 及 Ruelle 定理 
iA PAR go: 34 -ROÓEX: 
var, (@) = . SIP, ， | pfx) — ply) I. 
可 见 p 为 连续 函数 , 即 o € CEL) OB DUM var, Co) — O(n — œ). 
一 般 Gibbs 测度 的 存在 性 定理 可 陈述 为 : 
定理 2.3.2 19771] RE A AERE, p € COELO) 满足 条 件 


Davar (p) <+ o, 则 存在 唯一 了 ~ 不 变 概率 测度 wk E MICK) ,使 得 : 
— eso TES VnmIÉxCSZ, 
exp[ 一 aP + Del Tx) | 

wR E> OH P > 0 为 常数 . 


这 一 定理 的 证 明 依 赖 于 Ruelle 定理 ,后 者 的 证 明 用 了 Ruelle BF L,: 
COLA) > C(24), Ef: 


£x 


Lpf) = D, eO 70). 


s3ET l, 
以 Ls L, HRAT. 
定理 2.3.3 UMA 和 wp, 做 与 定理 2.3.2 相同 的 假设 , 则 存在 常数 p > 0， 
MMA > OHA E CE) 和 测度 wv © MILES: 
L,h = ph, Ly = pv, <h, >= 1, 
并 且 对 任何 了 和 CCEA), ARR: 
lim p "Lf =< f,» > h. 
现 由 定理 2.3.3 导出 定理 2.3.2 . 
(1) & a E u = ia) -v(t). 它 是 一 个 概率 测度 ,这 是 因为 
<h,v>=1. 
(2) 的 不 变性 .由 TK = f TEST TICCOZI)— COXAO,B T 5 
L, 之 间 有 下 列 关系 : 任 给 eh € CCEA), 
(Li gif = L(g - Tf), Vn Sl. 


Genske o Elo a EEG 
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为 证 此 式 ， 只 需 用 归纳 法 证 明 : 
L'igloo = 2,6" ely), 


JuB.SQeGO = Delpy). AMER» = 1 的 情形 , 可 以 验证 等 式 
X fn > Choy >. 
事实 上 , 若 令 工 = ¢ UL, RNA: 
< rp CR yw = hy) 

-<< LA)» five > (Kl LA = A) 

=< L(h * Tf),v > CA ER AM) 
hc Tf, > (Al L'vw-v) 
Tfhip > (Bl e = hv). 


(3) Gibbs E. $ L = e !L,. ERPS pe 与 二 的 关系 :对 于 任何 Borel ® 
E WHERI n > 1.4: 
SUE) =< L'(hlg).v >. 
AF. RD KAR, 
L'(hlg)z) = p^" 2, OFM RC ely), 


可 见 ,为 合计 p CE), Hadhit L^ (41, 2. BJ AA SER RR RMS E 
PAA Tos 的 个 数 . 

设 瑟 = (r) z E FA. BRL 2) E E UE Te 中 一 个 点 y. BH, 
至 少 存在 一 点 > € T "IHRE yo = xol 这 里 入 满足 AY > 0) JA iiL Cx) 
中 至 少 包 含有 TO Ns 中 一 个 点 y .这 两 个 事实 使 得 对 任何 x € SALA: 


LCA lieo) iz) =e "exp[ Sup Selly) ] suph Cy), 


MERE, 


LY Chl Cz) Zo" “expl Nigel + Anf Srey) ] inf A (y). 
UR LIA 


A C = D vare A max = sup h + min = inf ki T 
you 


SUR, SPO) SSC) 
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-= 


= nl, S, ety) * c. 


从 而 ， 
BOB CE) p 


H 
h man P E 
7 = A max © + 


e^ zm exp! - nlog p + S,g(x2] - 
(4) 遍历 性 . 其实, 测度 x 是 强 混 合 的 . 为 此 只 需 证 明 , 对 于 任何 foe c 
CCBA ,积分 < gT"f ,yp > BIT < g, >< fon > BEE, 
X gI'f.ulj-«hgl'"f.em 
=< p "LLORT"f)» > 
=< p "Li(hglf.v > << Rg.v > Af.v > 
=< gp >< fam. 
(5) 唯一 性 .假定 e 是 另外 一 个 满足 定理 中 不 等 式 的 不 变调 度 ,并 假定 相 
应 的 常数 为 卫 . 容 易 验 证 : 
P= p= im bog D) e70, 


其 中 T, 22, 中 的 ~- 个 子 集 , 它 使 得 LOD € T,) 构成 的 一 个 分 划 ， 
BSA P = PUR p 和 jy 是 相互 绝对 连续 的 . 令 = dp de. 可 
以 验证 ,Tf — /是 x 一 几乎 处 处 成 立 . 再 因 o 的 遍历 性 得 ,7 是 六 -几乎 处 处 
为 常数 . 

2. Gibbs 测度 


本 节 中 我 们 介绍 Gibbs 测度 ,并 将 给 出 唯一 性 的 充分 条 件 , 也 为 下 节 证 明 
Ruelle 定理 作 准 备 . 
非 负 函数 g E COTA) 称 为 规范 化 的 ,如 果 它 满足 : 
>) gy) = 1, v rc Zh. 


EI lz 


给 定 一 个 规范 化 函数 g, 定 义 Keane 算 子 Q: CCGEi) 一 COR) MM: 
fxd = Diss», 


vette 


WR g > 0, 令 g(r) = loge(x), M o, H Ruelle BF L,. 
现在 我 们 定义 一 列 算 子 .如 果 n c1gEX P, = Tho, B: 
Pilz) = D, G.GOfCGpD, 


ver "ys 


i cote E 
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其 中 G (y) = | |e (Ty). 这 一 列 算 子 满足 下 面 的 性 质 ， 
Pl=1, Peo, VFS, 
P,P, = P,P, = Pas Wm bn, 
P, Af) = RPS. Waf= P. 
考虑 P, MJENEWCT PI Bn 1,4: 

K, = lu € Mi (Ei) Ple = ph. 

依 Schauder - Tychonoff 定理 , K, WIES EOS. 更 进一步 ,交集 ; 
Ka = (lk, 

仍然 是 一 非 空 紧 凸 集 . 关键 是 证 Ka 非 空 . 我 们 可 以 这 样 来 证 明 非 空 性 - 任 取 
uE MICA). AF Pip € MUSK) .存在 序列 JP ul 的 一 个 弱 极 限 . OS 
Phe po RIER, ns © Keo BEE EB SE CCELI) Ron zm 1,1850. 


€ 太古 >=lim < P, f, P} y > 
-lim < f PiP p> 
= lim < f.Pl > 
=< fito >. 
在 第 三 个 等 式 中 ,我 们 利用 了 PP = PLOm >n). 
PERDR Ku 中 的 点 ( 即 PS 的 公共 木 动 点 ) 称 为 Gibbs 测度 . 
一 个 自然 的 问题 是 , 何 时 上 -为 单 点 集 ,也 就 是 说 , 何 时 有 了 唯一 的 Gibbs 测 
BE. 下面 俞 题 给 出 一 个 判别 准则 . 
人 证 题 2.3.1 ”给 定 非 负 规范 化 函数 gE COS). 下 列 几 种 事实 等 价 : 
Ci) 存在 唯一 的 Gibbs 测度 ; 
GD 对 任何 £F € COLA), Pf 一致 地 收 宫 于 茶 常 数 ，; 
(ui) 对 任何 f € CCEA) PA BAMA HBR . 
UERH 首先 注意 到 , Ed jy c Ko, Gi) FGD 中 的 常数 应 等 于 
€ p.f >. SILK Lebesgue 定理 ,有 : 
lim Pf 
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=< pdin Pf >= lim < p. Paf > 
-lim < Pip, f >=< pj >. 
(ui) + (i). Be yyy E Ko MIH Fc CGYXAD 有: 
X p.f» limP =< vif >. 

Ci) — Ci). BE GD 不成立 , 则 存在 © COSA) BUS P.f PRE BG 
BFP F> Rt oa WETERBEN GC — ME. 换言之 , 任 给 e > OF 
Tr RF | ani 和 序列 | xn | CD, Ei: 

| P, f(x.) — & u, f Iu t. 
EE, P, f(x ) ux P, Ory +f >i ee 为 :PiBr, | HEDER, CE-A 
Gibbs 测度 , 则 : 

IX vf X uf DIE. 

Gi) -> Gi). BR. 

dn Ko DEPAR, ELO IRSE Ko OA ATA KA 的 结 
构 ,我 们 将 引入 革 种 遍历 性 . 设 A" DS HP, 的 像 所 生成 的 r — BE. A” H AT 
的 递减 极限 ,一 个 Gibbs 测度 ,如 果 在 A” |: 平凡 , 则 称 为 遍历 的 . 

其 实 , 算 子 P, 可 以 由 下 列 条 件 期 望 米 表示 : 

Piaf = OOF lof), poc JT ab ah AEE, 
这 里 a 为 某 个 Gibbs 测度 3x — RIA BBN <P fp —cfg. 
> (Yg € LP). 

于 是 ,关于 概率 测度 pif 是 一 个 逆向 质 , 从 市 极限 limP,f e — 几乎 
处 处 存在 . 

如 果 jy 是 遍历 的 ,我 们 更 有 : 

lim Paf = < fip >, 一 几乎 外 处 存在 . 

命题 2.3.2 给 定 非 负 规范 化 函数 s E C(E3) .下列 断言 成 立 : 

G) 如 果 e, 和 aa AWII Gibbs 测度 , 则 有 HQ = ga HM my Lo H; 

Gie € Ko WDE, SARK as Ks BODL. 

HERR (D BE m v m: 则 存在 FC COSA), [Eu > HK 
X p f > EM: 


eiii Lake a EARS 
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A-|r€ Zalim Pf = < Has f >]. 
WEE, CAD = 1 lA) = DLE pi o oni 

Gi) Re, € Ka ERM A ee = ae, + CL - a) pe AE uiu; € 
Ko, <a <1. 

{EM A C A.D n Mae BE, CA) = 0 或 1. ATT 4, (A) = pi( A) 7 
OER 1. 所 以 ,ar 和 pe 均 为 遍历 的 .从 而 pi = peo SG) AUER) LA pe A RR 
点 ， 

EZ, i e € 并。 不 是 调 历 的 , 则 可 以 找到 中 所 ”使 得 0< a = 
BOB) « ALEX 


-— a = 1 
Bi = “ele, pa 二 本 eleva 


可 以 验证 ,apz € Ko, H n = apt (1 — o) p; E p BRERA. 

Fk dog Gibbs BeME- HER . 

命题 2.3.3 idR TiEAi-— 4 为 一 个 拓扑 混合 的 单 边 有 限 型 子 位 称 { 即 及 
AEDA). V go 0 为 一 个 规范 化 函数 . 如 果 存 在 常数 C > 0 íi. 


Gy) . |. . 
GG) =O Y n=l € Say E hlr), 


则 存在 唯一 的 Gibbs 测度 . 
WEBB ”定理 中 的 条 件 可 表示 成 : 
C'G (2) < G,(y) < CG, lx), V vO LUGD. 
ESS Gibbs 测度 及 I, Cx) ARERR 1, (x). 对 任何 M > 0, RIIK: 
BO QR =E [E dr Go) | cM ) ] 


pH 


- é, Parmlr cory). 
由 混合 性 ,存在 M ,使 得 say = 
Per Co) = 2j 


re T "Mtm, 


IU xL 6.) nom) ,从 而 有 : 
By GO Gara) 


GM (Tors kn LiMn tty Yat M-E diem t ds 
AX HC y] tam) 是 某 个 有 限 序列 , 它 使 得 : 
Cag. ty TR SUUS Ns M-1 Yun M77) E Eh. 


然而 ， 依 条 件 : 
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Gyam Cros Ea a Yd aM- Ys Mor) Z0 C DYG (x), 
Ky p>ok, 的 极 小 值 .于 是 ， 
uC rcC IDG, (xr). 
REKKE, AM = 0, THE LC X) C G, tr). BEUL, SR p 和 jx" 
ART Gil B ) Gibbs W BE , H): 


“WU (eo) <= 


Ge" Iya). (2.3.1) 
(2.3.1) 式 说 明 yp AEE SEF uri RB. 2 Ee =”. 
2.3.4 [Eb SC CR PS —SEIK SET SEE SE REDUMS OF Sf 
一 致 收 伍 于 某 常 数 . 
证 明 ”假定 Pr 一 致 地 收 贫 于 常数 C = C), BIER e > ORIEN > 
0 ,使 得 ， 
n NASI Pyle) - Cle, V x C 34. 
由 于 Ps f(r) = 更 六 Tezr) ,而 T X2 — m4 是 满 射 , 故 : 
noe Ne | Ofly) — Cle, Y »€ E, 
[R] SH nj üE 39 d E . 
3. Ruelle Æ 32 64 iE SR 
(1) 特征 值 o SHINE MEH AS L, EER, ASR T dod 
连续 的 . 特别 地 , < 1,L。x > 是 定义 在 集合 Mi (32%) 上 的 一 个 严格 正 的 连 
$e pa ee . 由 Schauder — Tychonoff EM, < libi > LIA 为 连续 映射 , 且 有 
TS V C Mi 3%), 即 ; 


v= pr, 


EN 


HP p =< 1,Lju>. 
(2) 特征 函数 请 的 存在 性 . 令 B, = > var, p. FERT: 
A-|f€ C(A): fF 20, < f,» >= 1, 
Fy) B. x0, Y y € hir), h 1). 
先 证 明 A ACD PM ROR AL = o ' L, FEE. HH Schauder 一 
Tychonoff 定理 可 以 时 出 有 的 存在 性 . 
和 的 止 性 和 闭 性 是 显然 的 ,为 证 4 的 紧 性 ,只 要 证 明 A 是 有 界 的 旦 等 度 


ET cU CEP TI T 
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连续 的 . 
BAW LACTA. HS € A, EA Lr SO. «& f,» »2— 1, HR yc 
Lkr), WP AA Ay: 
Lf(y) = o! 5, e" fy), 


Lf(x) = p` > eU (ax). 


HF yo = ep [ias 7 dl] reu = 1) ERA, 
PAV) S pljx) + varp p» 
而 fGy) = Baar) BA, 
Lf(y) SB, ype"? L flr) 
<B,LfCr). (2.3.2) 
为 证 A BATE SREB ele € SRA TAREE, Ey € TO. 
使 得 yo = ro FR. 


LE fle) ev? fly) 

See Niel p lee ey, 
关于 = RAD ,注意 到 < f,v >= 1, 我 们 有 : 

fr) SB, ei v! < pP ËLS. > 
=B; pe el =K. 
为 证 A 的 等 度 连续 性 ,只 需 注 意 到 ,对 任何 y E 1,(x), 有 : 
fly) Fr) flr) CB, - 1) 
KB, — 1), (2.3.3) 


EH B, > 1C€n — œ). 
2 9b ET EA 六 > OA = p NLA 及 不 等 式 (2.3.3) 可 知 : 
Lea(z) Be Niel BS Alae). 
我 们 有 : 
inf A =inf p "LZ 
suph 


pe 
"Bg vl > 0. 


ul. wb uL. Labo x. os ak, RE ER 


Q8 € S276 JU fap Hi ie SS JH 


(3) p "Lif fy BRANE. T: 


2 Ala et? 
eC) 7 Oh Ta)’ 


利用 关系 LA = ph WERE ee) 的 规范 化 . 再 令 : 


"w 1 
G(r) = | eC TP) 
370 


ACT'x) 


A(z) - 
T". eek 


My E LOO. RNA: 


G,Cy i 


= A max 2 Z 
«(5 | exp D var, qx £7. 
"m 


nim 


TR d drkHO.3.3 ,存在 唯 -的 Gibbs 测度 , 故 由 命 太 2.3.1 和 命题 2.3.4 , 
对 任何 EE Cs) 序列 P) XXI SX] < Flu > .然而 ,我 们 有 : 


-ph{lr)B (fh Cr). 
更 一 般 地 (出 归纳 法 得 到 )， 有 : 
Lf(r) = phlei (Fh (x). 
FC BNC) AI BR OE ,得 : 
e "LE fCri~hlai< fa lip >H=h<fiye>. 


2.4 Bare 


MER EAEG EAE 80 年 代 中 期 由 理论 物理 学 家 U.Frisch , G. Parisi, 
T.C. Halsey “FREAD. RK, BA BER eB RAE! TO 年 代 初 B.B. Mandel- 
brot A X His EA DE. U. Frisch , G. Paris ff 4e, I B. B. Mandelbrot 提出 的 重 
分 形 表 达 式 M Benzi 等 把 该 简化 形式 推广 到 动力 系统 上 .下面 我 们 要 介绍 
的 是 T. C. Halsey 等 提出 的 重 分 形 的 形式 解 . 现在 ， 人 们 已 经 得 到 了 许多 
严格 的 结果 ， 即 验证 了 形式 解 在 理论 上 是 成 立 的 . 但 是 ， 相 应 的 结果 总 是 只 


了 
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i& WEP AES PA BE. 我 们 将 讨论 两 类 简单 的 测度 : 乘积 测度 和 自 相 似 测 
度 . 后 者 是 前 者 在 某 一 特殊 映射 下 的 像 . 


2.4.1 问题 的 提出 及 其 形式 解 


1, 重 分 形 的 谱 问 题 

iX ABBAS), Ar ON, r>0, A Ble. DRAM P HW oc 而 半径 
为 了 的 球 WR je X 1 AY Borel (概率 ) 测 度 ， 定义 它 在 2 点 的 下 Lipschitz 指 
B. 


D(n.z) = lim inf 8 £CBGr 72) 
一 一 m log r 


BE, EA p Er 的 上 Lipschitz 指数 为 : 


log «(C BCz.r3) 


Díu,x)- lim sup log r 


WRA D(p,0) = Du aD, Widdt35 Rl fü DC a). 

FRR a = 0, SES: 

E, = ir € XiD(p.r)- ai, 
这 些 By Ca 2 0) 可 被 视 为 pp HR RR. 如 果 对 于 * 许 多 "a LE, 非 空 ， 
则 称 p ATE RE. 重 分 形 的 主要 问题 是 通过 计算 Hausdorff 维 数 来 估计 
E, 的 天 小 . 为 此 ,我 们 引信 上 是 数 : 
fla) = dimp E,. (2.4.1) 

VAR CICERO" PTS” “ 奇 点 谱 ” 或 简称 为 “f(a) ~ 诸 ". 大 多 数 情 形 
下 ,了 是 某 个 区 间 上 的 光滑 凸 函 数 , 且 在 该 区 间 以 外 为 堆 . 

2. 重 分 形 谱 的 形式 解 

物理 学 家 提出 由 下 列 公式 来 表示 重 分 形 谱 ?'3.21 ， 

fla} = infla g - ríg) t, 

其 中 cg) 为 由 测度 à 直接 定义 的 某 个 函数 ,可见 ,f(a) 正 是 riq) 的 
Legendre 变换 r(e). 

下 面 讨 论 r(g) 在 1 维 情形 下 如 何 定 义 . RV, 为 区 间 [0,1] 上 的 概率 
测度 . 纵 定 整数 序列 | mx, 1 ,其 中 xm Se 2. 先 将 区 间 [0,1] 等 分 成 s, 个 小 区 
癌 , 冰 将 每 个 小 区 间 等 分 成 wz 个 更 小 的 区 间 ,… 如 此 继续 .在 第 ” 步 暑 ,我们 


3 a ges bee dh Rd 
UG ERERRBS 20 inet x. 
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Bla, = mima m.) PEM, 1, AARE IEIS un CD 25 0B) ECIRI Z T EX B 
集合 .现在 ,对 于 每 个 固定 g E€ R AEM: 

ríg) = lim NL EM 
TRE WEB. c(g0 B ES CERA. 

对 于 fia)= rc" (Ca), 我们 给 一 个 不 太 严 格 的 说 明 . 先 看 Cantor 三 分 集 
上 的 Lebesguc 测度 p. $ a- log? /log3. AUT IGE THEE. WAP 
列 关系 : 

er) = 1 pi, VIEL, Di bi-1. 


rer 


这 里 对 应 的 m, 均 为 3, AT L(g) = alg — D.f(a) = a. f(g) = 

OC V 8 25 a). BN BE As MEZ CAT TE BEBE. Ri. H— MERWE ,对 每 个 区 

Ma) i eC) =1 r 1% REX o. BP Lipschitz 指数 .由 rlo) 的 定义 ,有 : 
ST bist OD a], VoCR. 


IEF 
E] 


假定 rz Ca) = ago- riqo), W: 
Sb t+ p [5e Oe) a], 


a =e a xa 


如 果 第 二 个 和 式 相对 于 第 一 个 和 式 可 以 忽略 不 计 (通常 以 大 变 差 的 方法 可 以 
EKA), WA, 


Sig @ x1. 


于 是 ,我 们 得 到 与 Cantor Œ E. Lebesgue 测度 类 似 的 情形 , 即 ， 
fle) = dimyk, = r* (a). (2.4.2) 

严格 地 说 ,我 们 使 用 的 是 与 分 割 相 其 的 超度 量 而 不 是 欧 氏 度量 . 在 许多 
情况 下 ,例如 对 于 om, = 3*, 这 两 个 度量 定义 相同 的 Hausdorff 8t. Zr EpL. xc 
献 中 ,有 两 种 方法 来 证 明 上 述 重 分 形 谱 公 式 (2.4.2) ,一 种 是 基于 遍历 定理 ， 
另 一 种 基于 热 动力 学 原理 ， 

应 该 指出 ,公式 fla) = oc" Ca) 并 不 是 无 条 件 地 成 立 . 我 们 沧 一 个 反例 . 

设 为 区 间 [0,1] .上 的 Lebesgue 测度 与 分 布 在 零点 的 Dirac 测度 之 和 , 则 
fl) = 1,f€a) = 0CVe #0), if cz (a) eo (YOR o x). 


E MI D EE bk Betas A ix » 
E T ro + SETETE D 


FOF WAH RS oT " 85 - 


2.4.2  R* 上 自 相 似 测 度 


1. 三 元 组 系统 的 不 变 测 度 
根据 定义 可 知 , 息 相似 测度 是 下 述 活 郴 方程 的 解 : 
u= > px ow), (2.4.2) 


FOP W = (wewn) APPS (Bl X Bm TOES BRP = (pirt, pa) 
SET PER RE 3068 CX , W, PO FO TRA. 满足 该 方程 的 测度 称 为 系 
统 的 不 变 测度 . 在 这 里 只 限于 讨论 特殊 情形 :X = RU, 

wr) = sR, (x) +b, 
RP Os <1, R, 28 R" WIERE, b, 25 R^ 中 的 向 量 .这样 的 变换 w, 称 为 自 
相似 变换 ,相应 的 不 变 测 度 称 为 自 相 似 测 度 RD RE, 
自 相似 测度 的 重 分 形 . 

为 了 清楚 地 描绘 自 相似 测度 ,我 们 将 采用 符号 空间 及 其 上 位 移 算 子 的 道 
变换 . 它们 构成 一 个 系统 ,所 有 唯一 的 不 变 测度 . 该 测度 在 某 个 映射 下 的 像 
正 是 我 们 变 研 究 的 自 相似 测度 . 

BS = 11,2,… ,m1™ 为 取 值 于 zw 个 符号 11,2,…, zm | 的 无 穷 序 列 空 间 ， 
m 六. 对 每 个 1 Sj Some MART u LX — X Hu, (0) = jo. AER AE 
SOR ST ,进而 ,我 们 有 : 

dw lo) aC) = 了 dosr) 
WU = Cuius, uy) 系统 (三 . 癌 , 己 ) 称 为 符号 系统 , 它 具 有 唯一 的 不 变 测 
度 . 即 乘积 测度 v: 
v(LCa)) = po Pa, Pa- 
命题 2.4.1 BAER, W, P) LATA, N: 
O 存在 唯一 的 紧 集 4( 称 为 系统 的 吸引 集 ) ,使 得 : 
A 2 w fA) U w;CAD) U e U walai 
(ii) 方程 (2.4.2) EU ME SA n CW KEW A; 
(ii》 下 列 极 限 存 在 , 且 不 依赖 于 x+ C RU, 


Pia) = lim Wa, O srr o We Cr), 
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映射 Dk > A 是 连续 的 满 射 ,并 且 满 足 : 
u, 9 D — deus, lly Lom. 


(iv) 测度 j 为 淹 度 vy TE o 映射 下 的 像 , 即 任 给 PRO 一 Rt VÉ: 
| FC dp GO =| fe Pio)d v(a). 
eR = 


2. FS Ae Ea 
命题 2.4.1 RE Ri Su ag Ce TRE CR W, P 的 不 变 测度 jx 
与 符号 系统 (2 ,U ,中 ) 的 不 变 测 度 "之 闻 的 联系 .在 对 作 重 分 形 分 析 之 前 ， 
先 和 尝试 对 e 进行 钙 究 我们 所 需要 的 工具 只 是 强 太 数 定律 和 Billingsley 定理 . 
特殊 情形 pi = ps = … = pm = 二 47m 是 平凡 的, 相 详 的 不 变 测度 为 上 
的 均匀 测度 , 故 设 : 
P Pa Pas Pi Pa 


A. 
Eu 


Es= lo € XiD(v,e) = Bi, BER, 


h(a) =- log >) p. a € rR. 
mm 


"m 


著 令 pla) = Dp. 


3-1 


. 1 = a 
h (a) 一 一 3225 log f, 


pt 
h'(a) = ag pi log p Y- pla) Dp log? p, ]. 

我 们 把 A RE Legendre AH 85 FE APIA FMI. 

引 理 2.4.1 设 pi St pr S20 St Pm Pi > Pm Os 

Pom 一 一 log bi + B max 7077 log p. . 

(QA: R-+ RAP RS ELI H RRA ; 

(A : R-- (Basu: Brox) Ao AA DRT) AE: 

(iii) ea g) = inf iaf 一 上 ta) W A * HEC Bans B. 中 的 严格 四 
Pa, HWE: 


A* CA Ca)) = ah lal- Ale), 
A” Ch’ (+ co)) = log m’, 


lx. Eds l TERE orik 
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h^ (h'( 0)) = log m”, 


E m’ 一 Flys p, ~ Pmism” = Hp = pii 
iE BH 


由 Helder A FAIRA > OL. TH AT < 0. BSP, AG A (x 00) 
- e, h(— oe) =+ oo. Jii fa El CD. 
如 果 将 A (a) 以 下 面 两 种 方式 写 出 :; 


- Elfen 
h la) = tt - 
ti 
fay SPL 
一 > (2) log p, 
Ala) = zt AP mn | 


2) 
可 以 得 到 (+t OO) = Buh (- 0) = Bowx. 于 是 ,我 们 证 明了 (i)， 

TERA AP OTA” AAW Legendre ŒP , FALA A” R[DATR dm Sp BEME 
HA 直接 表述 出 来 . 为 了 得 到 其 余 等 式 ,内需 注意 到 下 肇 等 价 关系 : 


hla) = afi, — logm + o(1), at 90, 
hla) 一 一 as — logm” + of 1), a —— o0, 
- jp = Bulb * Pu 
h ( 3 — mig - H max ( max ] l flm - c 
a) Pest [ile = Pma] \ Pua | E cce m. 


max 


{jsp = P mii p a i 
h Ca) Best p = ram (Sn) l e 
AE, Pan bu. P un 是 除去 Paus Fh p, 的 最 小 值 ; po bib uu HER 
去 pmar 之 外 p, 的 最 太 值 . 
定理 2.4.1 
A: 


ae - ©, 


TE PRLE, Bo WRC, U, POR, 我 们 


dim v = Sa, log p,- 
WR pE Pun s Bmax } MW: 
dim Es = infia B — Ala); 
SCR 


(2.4.3) 
如 果 有 & [Reus s Bas] PII Eg = Ø. 


D n EMEN LET: T 
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WEBB (THe LEME, D112, J Ela) = or 序列 [| 
为 概率 空间 (三 ,>) 上 独立 同 分 布 的 随机 变量 . 根据 强大 数 定 理 .: 有 : 


log » CI, (o) . log Pe toco log Pr 
lim -= -== = lim 


nm n wee n 


- S plog Py» (2.4.4) 
Roy JL FÉ A o br. 从 而 ,根据 测度 的 维 数 公式 得 到 本 定理 的 第 一 个 等 
式 . 注意, 根据 我 们 引入 的 超度 量 , I (50 的 半径 为 e nl 
对 于 任意 固定 的 ea CR, SRR: 


^ (sil 


记 系 统 (Z,U,P,) 的 不 变 测 度 为 rv。， 根 据 上 面 折 证 明 的 维 数 公式 (应 用 于 
»2. VHS: 


l 0k Xu 
dim», = P) 2g Pile, + loge (a) 


— gh (a) - hla). 

WH» 和 vy, ARAM ,从 它们 的 定 兴 出 发 ,容易 得 到 下 面 关 系 式 ， 

Diva) = a D(via) — Ale). 
假定 a 关 0, 根 据 上 述 关 系 式 ,v BUE RE E, 1,) 可 由 v。 表示 出 米 : 

Envoy = la € E:Dv,,0) = ah'(a) - hCa)l. 

BI T ah'(a) - h(a) SF v, 的 维 数 ,E; 2) Hv, AY Borel HE, BB V (Epia) = 
1,025 Billingsley 定理 得 : 

dimE,,; = eh'(a) — hla). 
假定 a = 0,98: 


hO) =- loge, 
; 1 xe 
A'(0) =- m 22/985. 


Ti +o X EAS Haar 测度 . BRC Egy) = 1.48€ dimE,qs = logm(- 
0A'(0) 一 上 (0)) ,于 是 ,8 € (Rans Bmax) 的 情形 已 经 证 明 . 

LTE FE uE BH dimEs | = lem. KER dimE, = lgm 是 显然 的 ,因为 
E, & € Canter 集 jc:o = pm, YW) ZE 11 ,而 该 集 的 维 数 为 logm'. 另 一 方面 ， 


EE e 0 LBEMIBEEC 
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m 


盖 , 故 任 给 8 > 0, 可 以 找到 一 个 互 不 相交 的 子 族 11,(o)|, 使 得 diml,(o) < 
5, 而 |1,.2(a)| MH Ep ,于 是 ， 


Siding, G) 79709 OST 
C v,( 2) <i oo, 


因此 ,dimEs <= ah'(a) - hla) = h'(a), V a. MASI dimE, < 


an 


ps 
pla) 


A“ (+ œ) — logm’. 
[8] i n] iE dimEy | = logm”. 
定理 2.4.1 中 的 最 后 一 个 结论 可 由 下 式 推 出 ; 


J 


(ming; )" xz ¥Ci,€a)) sz (maxp,)”. 
3. R^ Eeh f fain eh wl 
现在 再 来 讨论 R^ 上 的 自 相似 测度 . RIBERA, W, PRENE 
Fit. 如 果 再 假定 系统 的 压缩 系数 相间 ， 即 s = s3=… = MARSRA 
的 有 关 结 果 ， 可 立即 推出 R* 上 自 相似 测度 的 重 分 形 谱 . Dude, RRO 
引 集 4 与 符号 空间 三 之 间 的 下 述 关 系 . 该 关系 即使 在 压缩 系数 不 相同 的 情 
次 下 ， 也 是 解决 问题 的 关键 . 
命题 2.4.2 考虑 系统 CR W, P), 假定 吸引 集 A 满足 ww(A) N 
waCA) = (Yj 下), 则 存在 常数 > 0 使得: 
cs, rs ouo SM Ce) - Br) l 


EnOM Sg (aye)? 
这 里 p 是 命题 2.4.1 中 定义 的 映射 ,mnfe,r) = suplian — ril. 
TERA PRA, D: EIE > AH .ÉTkong:a: 
Pla) = We os Wy (m). 
ec) 
HP n = not), HE 


it 


wer we (zy), 


" ize BAS: s pal Pine cc cab Babs 


* 90 ， A JE. TI. f] E i 5 mr FH 
z; = lim w, Cad sty ws Cz), 
Be Rt "=n 
z3 = hm wr Cz) eon ° w, (2), 


AREA BPa 和 sa 分 虽 属 于 A 的 两 个 不 同 的 部 分 ws (A) 和 
Qu O0. ME: 


上 


TO 
83 lezers zal <a, 
这 里 5 为 inf ld Cw CA), w CA) AHA 的 直径 .利用 iw] 的 自 相似 
性 ， 立即 可 得 所 要 证 明 的 不 等 式 - FATA C — max |1A,8+11. 
TRE[HR, WE s= spss, =s, Hj & FER Lipschitz BRAY, BI: 
[ P(e) — Cr) || = dlor) ™, 


EE, 
dim@( E) = Q;dimE, YEE, (2.4.5) 
D(up,x) ~ gs Div. !(x)), Vr € A. (2.4.6) 
H1(2.4.5) 和 (2.4.6) AR v BEAT TÉ RE, sr BU RT ER: 
dim ye = p P, log 5. 
dim Eg = infla B ~ h(a)i, 
这 里 ， 


1 
Ala) = [og 2E (2. Pi). 
如 果 条 件 s = ,一 … os 不 满足 ,映射 D 不 再 尾 双 Lipschitz 的 ,我 们 
A ANC Hn Sc oe ,并且 范 数 & 也 要 重新 定 文 . 
定 兴 2.4.1 六 :有 R 一 RR 由 下 述 方 程 的 解 给 出 : 
> DA 5, hia? =}. 
SULA 的 定义 是 有 意义 的 ， 它 还 是 严格 增 的 ， 通过 简单 计算 ,我们 得 到 ， 


^ E pub N Eid e 
us d HY ARNE CRP v 


TY A er rie ee te 
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> P; 5;" Uog P,- h Ca) log sl 
hla) = + x —— - 
5 p s, "og 8, 
因 A"(a) xL O,Rh BM . ORS THT ao € ROB hlo = 0, 这 意味 着 : 


log pi lg. 
logs, log s, 


换言之 , 记 = UU xj m) iX ESEARET Ala) = D(a 一 1), 其 
中 只 是 所 谓 的 自 相 似 维 数 , 它 由 下 式 唯一 确定 : 


> D1, 
此 时 的 不 变 测 庶 是 D 维 的 Hausdorff 测度 在 吸引 集 A ERE. EER 
的 Lipschitz 指数 恒 等 于 卫 , 所 以 ,此 时 的 不 变 测度 不 是 重 分 形 的 . 接 下 来 ,我 
们 只 需 讨 论 AAP aE . 
引 理 2.4.2 $ p, = loge, / log s, ,假定 Bam = pi X pa Soo Kp, = 
Bmax FL Bin < Brun: 
(0 产 : 及 一 玉 为 严格 增 坪 严格 四 的 双 映 射 ; 


一 h'(ag). 


GD A"'CB) = inf {aß - hla) E, WI A * ARR Bains Bmax) E738 M 
函数 , 且 满 足 : 
h'(Ch'(a)) = ah (Cad — h(a), 
A*CA'C+ œ)) =D’, h"(h'(— 9)) = IY, 
RE DAD E Fo SRS: 


— . 
Do 
> s =l, 
ree Py 
IX 
> x, =l. 
1B, T B. 


该 引 理 的 证 明 与 引 理 2.4.1 相同 . 
定理 2.4.2 — WE SE(R",W,P) 的 吸引 集 为 A, 不 变 测 度 为 ,假定 
w, LA) f| wCA) = ZCV j z jeu Lon x eu Vip, « ps WA, 
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2b, log p, 


^A ° 
255 log s, 
371 


dimz 一 


AE 8 E {Bans Bmax!» M: 
dim Eg = infla 8 -Ala)t, 
如 果 BE [Bs Brar l e AY 
Es = Ø. 
WEBB $: 
Fy = le € E:D(x.Gle)) = Bl. 
Ml E; = DOCE). 我 们 将 对 Fa 而 不 是 Es 进行 讨论 . 国定 ec CD, a EN2.4.1 
fj: 
BCB,Ch(a))) = vir: ll (cr) Bao) « rl. 

应 用 命题 2.4.2 , RNA: 


vi pa RB tB) Ss vC, uu 002, 
ZE, 
n(a,r) = inf ] iso so Seri, 
alor) = sup | :So sa Se LN 
注意 到 ; 


Ü x: n(o.r)- nlor) — OC), 
其 中 常数 OCIO 既 不 依赖 = 也 不 依赖 =. 出 此 可 得 ,与 4 一样 ,测度 p 满足 
2tBa,(z)) = OCp(tB.tx)). 因 此 ， 


logr {Taco nto)) loge CB. CCo) 
im “Tos, “= lim 
+ =Ü ORF -—p 


logr 


—logu(B, CbCo))) 
logr 


<lim 


lm — oC) 


me logr 


根据 强大 数 定理 ,对 v — 几乎 所 有 so 满足 : 
lim + > log s, = -之 Bb, log s, 


nm 


Bs $ÀC o. iW ay ni eee 
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. leg vif, (a3) Da 
lin— ——— = 
"e" n 
Kx v 一 儿 乎 所 有 的 o 满足 : 


.log r .. logr 
limes ry = limes r) 


= È g, log s, 
gol 


log» I C» 


ater 


， log vC iz, o0) 
lim im * 
r+) log r volt log r 


2, P, log b, 


S P, log s, 
其 而 ,对 -几乎 所 有 的 有， 


2j b, log P, 
D(u,d(a)) = —— — —— 


> p, log s, 
于 是 ,由 命题 2.4.1 导出 ,对 fi 几乎 所 有 的 r, AF 


m 


P, log p, 
D(g,x) = 二 一 


SS P, log s, 
这 样 ,我 们 就 得 到 y 的 维 数 . 
i P, = Gp Ata) a -Ata ) 


sy SU PLS, -F rn HRAS, U, PO BUT AE HE, 
Ba 为 v ER D FHR on, 正 是 系统 (X, 泵 ,已 ) 的 不 变 测度 . 


与 上 面 同 样 的 方法 ,可 以 证 明 :v。- JLSE aba : 
lim log r . logr 


monlar) xe :J(a.r) 


Hn 
Vw 

— a Atel 

= >, pis, log s,. 
pet 


|t doo ae "m i nec 
ECL UM aden: voce RS 
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考 虚 : 


Re |e € Slim 8" lim ET = Ma) #0}, 


monlar)  raAlo.r) 

可 以 把 CR) 视 为 吸引 集 A 中 的 "正则 点 ”- KARA oR) = 1, 
从 而 n (OR) = 1.ff£ o € R, Di 8(0)) Dle, DU) 具有 下 列 关 
E 

D(p,,O(a)) = aD(p.(a)) — Ala). 


FEE, 
log BPD _ 1 bow »(I(o)) (2.4.7) 
70 log r pla) awe n 
1 p Lx. 
~ ata) lim x2 log Ba» 
li log, CB, CD(62)) 1 : logy, CI, Ca?) 
im = lim 
r= logr pla) sm n 
"5| im 2. OP, T hia eta) |. 
(2.4.8) 
ERM n RAn(s,r) 或 为 n(o,r). 
我 们 已 经 证 骨 ,v。 几 平 处 处 有 有 : 
ile) = 5 pst log s,. (2.4.9) 


根据 (2.4.9) 3E & EIR Dle DIDS log Pa 之 间 的 关系 ,可 得 到 vy, 一 几乎 
处 处 有 : 
D(pn,.(o)) = ah'(a) - Ala). 

也 就 是 说 ,pe — SLE RRA : 

D(p,,r) = ah'(a) — hla). 

BRE a 56 0(a =0 为 平凡 情形 ) IE DC. C O00 D a Ca) ZE 

的 关系 ,我 们 有 :对 r E OCR) 门 E 

Di Harz) = ah'(a) — hla). 
HE Billingsley 定理 , 
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dim Erta) Zedim( (RO) (^ Ertan) 
—ah'(a) — Ala). 
为 证 反 向 不 等 式 ,首先 注意 到 Ve > 0.r € Ere BER: 
pO uB, Ce) < ph bated 
对 充分 小 的 + 成立. 所 有 这 些 球 B, (x) 构成 Erc 的 一 个 Vital 覆盖 , 任 给 
8 > 0, 可 以 找到 覆盖 中 的 一 列 半 径 不 超过 5 的 吾 不 相交 的 球 ,将 它们 放 太 4 
倍 , 则 成 为 Err 的 一 个 覆盖 . BLOOD 为 这 一 询 球 中 的 一 个 ,x = Co), DU 
LIRR SRA : 
rela) cy Esta) 
S Mv Cla. fo)) 
< Mr sete), (2.4.10) 
这 里 M 为 常数 . a-e > 0, (2.4.10) 的 第 一 个 不 等 式 , 得 : 
Ba- BLGE)) ZRv, LEV oo 
nic.c] 
_ " pz ry, Mare) 
P 


C El pistes 
gol , 


Cr Caretta e), (2.4.11) 
如 果 a 一 8 < 过 0, 可 以 得 到 类 似 结 果 , 上述 不 等 式 草 含 : 
dim Erta = (a —e)k Ca — €) - h(a — €), V e 2 0. 


故 dim Ey.) 所 ah'ta) 一 (a). 这 样 ,就 证 明了 8 € (Bus Bmax) 时 的 结果 . 
3$ 8 为 该 区 闻 的 端点 时 ,可 以 模仿 符号 系统 而 加 以 证 明 . 


Lied 


E1]E. Seneta, Mon - Negative Matrices and Markov Chains, Springer — Verlag, 1981 

[2]K.J. Falconer, Fractal Geometry, John Wiley & Sons, 1990 

[3iJ. P. Kahane, Some Random Series of Functions, Ist ed. , Heath, 1968,2nd ed. , Cambridge 
Univ. Press, 1985 

[4 ]K. Petersen, Ergodic Theory, Cambridge Univ. Press, 1983 


96 - AY He JL fep 38 ie 55 hir FH 


5] P. Walters, An Introduction to Ergodic Theory, Graduate Texts in Mathematics 79, 
Springer-Verlag, 1982 

[5]A. H. Fan, Décempositions de Mesures et Recouverments Aléatoires, Publication D' Orsay, 
198903) 

7)J. P. Kahane, Décompositions des Mesures Selon la Dimension, C. R. Acad. Sci. , Paris, 1989 
(3065:107—110 

[8]A.H. Fan, Sur Les Dimensions de Mesures, Studia Math. ,1994,111(12,1—17 


9]C. C. Graham & O.C. Mcgehee, Essays in Commutative Harmonic Analysis, Springer — Ver- 
lag,1979 
[10] B. Host, J. F. Méla & F. Parreau, Analyse Harmoniuque des Mesures, Astérisque, 1986; 
135—136 
TILIA. H. Fan Quelques Propriétés de Produits de Riesz, Bull. Sci. Math. ,1993,117(3):421— 
439 
[12] A. H. Fan, Une Formule Approximative de Dimension Pour Certains Produits de Riesz, 
Mh. Mach. ,1994(118) :83—89 
113] A. H. Fan, Ergodicity Unidimensionality and Multifractality of Self — Similar Measures, 
Kyushu J. Math, , 1995 
[14]A.H. Fan, Multifractal Analysis of Infinite Products, J. Stat. Phys. , 1996 
153A. Garcia, Entropy and Singularity of Infinite Convolutions, Pacific J. Math. , 196313): 
1157—1169 
[161S. Geromino & D. P. Hardin, An Exact Formula for the Measure Dimension Associated 
with a Class of Pieccewise Linear Maps, Constr. Approx. ,1988(5):89—98 


[17]].Peyriere, Etude de Quelques Propriétés des Produits de Riesz. Riesz Ann, Inst. Fourier, 
1975 ,25(2) : 127—169 

[18] R. S, Strichartz, Self—Similar Measures and Ther Fourier Transtforms, Indiana Univ. 
Math. J. ,1989(39):155—186 

[19] A. H. Fen, A Proof of the Ruelle Operator Theorem. Reviews in Math. Phys. .1995,7(8): 
1241—1247 

[20]D. Rel, Fractal and Multifractals, Zeit. Naturfofsch. 1988, A(43) 1154 — 1175 

[21 ]P. Willisms, Composition of Contractions, Bol. Soc. Brasil. Math. ,1971(29) :55 — 59 
[22] R. Benzi, G. Paladin, G. Parisi& A. Vulpiani, On the Multifractal Nature of Fully Devel- 
oped Turbulence and Chaotic Systems,J. Phys ,1984,ACT7) 13521— 3531 


123]U. Frisch & G. Parisi, On the Singularity Structure of Fully Developed Turbulence, Ap- 


pendix to U. Frisch, Hully Developed Turbulence and Intermittency, Turbulence and Pre- 


vilia wtiscs 


第 一 章 ”测度 的 局 部 分 析 ” OF + 


dictability in Geophysical Fluid Dynamics and Climate Dynamics, Proc. tnt. Sch. Phys. , En- 
neo Fermi Course LXXXVIII, North Holland, Amsterdam, 1985 
[24]T. C. Hasley, M. H. Jensen, L. P. Kadanoff,1 Procaccia & B.J. Shraiman, Fractal Measures 
and Their Singularities: The Characterization of Strange Seis, Phys. Rev. , 1986, A335; 
l1i41—1151 
.25]M. Barnsley, Fractals Everywhere, Academic Press, 1989 
[26 ]M. Hata, On the Structure of Self — Similar Sets, J. Appl. Math. , Japan, 1985(2) ;381 — 
414 
[27 ]R. Bowen, Equilibrium States and the Ergodic Theory of Anosov Dilfeomorphisms, Springer 
— Berlin, 1975 :470 
[28] P. Collet, J. L. Lebowitz & A. Porzio, The Dimension Spectrum of Some Dynamical Sys- 
tems, |. Stat. Phys. ,1987(47) ,609-—644 
[29] A. H. Fan, a — Dimensionalité Des Mesures Auto — Similaires, C. R. Acad. Sci. , Paris, . 
1993 , C316) :647—652 
[30]C. Cutler, Connecting Ergodicity and Dimension in Dynamical Systems, Ergodic Th Dyn. 
Sys. ,19900103 :451— 462 
[31]. P. Eckman & D. Ruelle, Ergodic Theory of Chaos and Strange Attractors, Rev. Mod. 
Phy. ,1985,57(3) :617— 656 
[32]G. Brown & A. H. Dooley, Odometer Actions on G — Measures, Ergodic Th. Dyn. Sys. , 
1991(113:279—307 
[33] G. Brown, G. Michon & J. Peyriere, On rhe Muliifractal Analysis of Mesures, J. Stat. 
Phys. ,1992,66(3/4) :775—790 
[34]R. Cawley & R. D. Mauldin, Multifractal Decompositions of Moran Fracials, Advances in 
Mathematics, 1992(92):196—236 
[35]R. V. Chaocon & D. S. Ornstein, A General Ergodic Theorem, Ilhnois J. Math. ,1960(4) : 
153—180 


[36]R. Coifrnan & G. Weiss, Analyse Harmonique non Commutative Sur Certaines Espaces Ho- 


mogenes , Springer- Verlag, 1971 ; 244 

137 1A. H. Fan, On Ergodicity and Umdimensionality, Kyushu J. Math. , 1994 ,48(2):249-— 
255 

[38]A. H. Fan, Analyse Multifractale de Certaines Produites de Riesz Avec Phases, C, R. Acad. 
Sci. , Paris, 1905,10 3212 : 399—404 

[39]M. Hata, On Some Properties of Set Dynamical Systema, Proc. Japan Acad. , Ser. A. Marh. 
Sei. ,1985(61),99 - 102 


SS n taco. c a RU 


1298 7 分形 几何 理论 与 应 用 


[40]M.F. Barnsley & S. G. Demko, Iterated Function Systerns and the Global Constructions of 
Fractals, Proc, R. Soc. , London, 1985, A(399) :243- 一 275 

[41]R. Bohr & D. Rand, The Entropy Function for Characteristic Exponents, Physica 1987, D 
(25):387— 398 

[42]). E. Hutchinson, Fractals and Self - Similarity, Indiana Univ, Math. J. ,1981(30):713— 
747 


[43] B. Jamison, Asymptotic Behavior of Successive Iterates of Continuous Functions Under a 
Markov Operator, J. Math. Analysis and Applications, 1964(9) :203 一 214 

f44]J. P. Kahane, Intervalles Alatoues et Deoinpositiuns des Mesures, C. R. Acad. Sci. , Paris, 
1987(304) :551— 554 

[45]]. P. Kahane & Y. Katznelson, Deompositions des Mesures Selon la Dimension, Colloq. 
Math. ,1990, LVITI( 2) :268—279 

[46]].P. Kahane & R.Salem,Sur la Convolution D'une Infinit de Distributions de Bernoulli, 
Colloq. Math. ,1958(6):193—202 

[47]]. P. Kahane & R.Salem, Ensembles Parfaits et Series Trigonometriques, Paris, Hermann, 
1963 

[48]M. Keane, Strongly Mixing G — Measures, Inventiones Math. ,1974(16):309—324 
{49]U. Krengel, Ergodic Theorems,de Gruyter, Berlin, 1985 


[50}F. Ledrappier, Prinape Variationnel et Systèmes Dynamiques Symboliques, Z. Wahrschein- 

lichkeitstheorie Verw. Geb. ,1974{30) : 185—202 

[51] B. Mandelbrot, Intermittent Turbulence in Self — Similar Cascades: Divergence of High 

Moments and Dimension of the Carrier, }. Fluid Mech. ,1974(62):331—358 

[52]]. Peyriere, Mesures Singuliéres Associées à des découpages Aléatories D' un Hypercube, 
Colloq. Math. ,1987(L13 :267—276 

[53] F. Przytyski & M. Urbanski, On the Hausdorff Dimension of Some Fractal Sets, Studia 
Math. ,1989(93}:155—186 

(54]D. Rand, The Singularity Spectum f(a} for Cookie - Cutters, Ergodic Th. Dyn. Sys. , 1989 
(931:527—541 

(55]D. Revuz, Markov Chains, North Holland , 1984 

[56] . Rudin, Functional Analysis,2nd Edition, John. Wiley & Sons,1991 

[57] P. Assouad, Plongements Lipschitziens Dans, R” , Bull. Sci. Math. ,1983(111) :429—448 

[58 | T. Tel, Fractals and Multifractals, Zeit. Naturforsch. , 1988, A(43) :1154—1175 

[59 ]C. Tricot, Two Definitions of Fraetional Dimension, Math. Proc. Camb. Phil. Soc. , 1982 

(91):57—74 


本 


em ee tans ee 


第 二 章 ”测度 的 局 部 分 析 - 99 - 


[60] M. F. Barnsley, 5. G., Demko, J. H. Elion & J. S. Geromino, Invariant Measures for 
Markov Processes Arising from lverated Function. Systems with Place - Dependent Proba- 
biliues, Ann. Inst. H. Poincaré, 1988,24(3) :3607—394 

[61]P. Bilingsley, Ergodic Theory and Information, John. Wiley & Sons, 1965 


5. re t $ 
EE MEE: 


第 三 章 


58 E 1 维 准 周 期 链 的 分 形 结构 


自从 1984 Œ D. Schechtman FA U: ERAN BRAS A 
子 相 射 中 发 现 五 次 旋转 对 称 以 来 , 准 晶 的 研究 在 国际 上 迅速 
成 为 一 个 热门 课题 ,与 其 相应 的 非 周 期 结构 的 研究 也 不 断 深 
A. 

我 们 知道 ,诸如 五 次 旋转 对 称 .二 十 面体 对 称 等 ,分 别 在 
R^ 和 R? 中 的 格子 里 都 是 与 平移 对 称 不 相 容 的 ,从 而 其 花样 为 
非 周 期 的 .与 兵 程 有 序 相 对 应 ,我 们 谨 临 一 类 所 请 “局 部 有 序 ” 
结构 ,一 般 来 觉 , 设 忆 是 及 "中 的 一 个 点 集 , 要 求 它 满 足 : 

(1) 离散 性 , 即 D 中 任意 两 点 间 有 一 个 最 小 的 距离 . 

(2) 相对 稠密 性 , 即 存在 人 > OLR 中 任何 以 3 为 半径 的 球 
至 少食 有 DD 中 的 一 点 . 

这 样 的 点 集 又 称 为 Delone 系统 . 

我 们 在 下 面 的 讨论 中 ,主要 涉及 两 种 类 型 的 非 周期 结构 : 
第 一 种 是 时 在 准 晶 发 现 之 前 就 由 Penrose 4 44, 38 FR LIH "RE 
AR”. TL pL Aa 4E E (pattern) 铺 满 整个 空间 , 如 著名 的 
Penrose ACE BME A 36° PRM ARB 
而 威 ,这 是 一 个 2 号 的 例子 ) .在 1 的 情形 . 它 可 以 是 Fibonacci 
链 : 而 在 3D 的 情形 , 它 叉 可 以 是 二 十 面体 对 称 贸 样 .第 二 种 是 
由 N.G.de Bruijn 给 出 的 所 谓 “ 截 制 投 影 ” 方法 CHA 


TRETEN M : RETE 3. 
A eo ee i recs 
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维 空间 的 周期 对 痊 在 低 维 " 物 理 空间 ”的 投影 产生 的 准 周 期 结构 .这 是 两 种 完 
全 不 同 的 方法 .事实 上 ,第 一 类 非 周期 结构 的 入射 谱 , 即 Fourier PR SRA 
样 性 .一 般 性 的 结论 尚未 获得 .而 第 二 类 则 为 所 谓 准 周期 结构 ,它们 的 Fourier 
变换 谱 由 Bragg 峰 构 成 ,是 一 个 0 — 肾 数 ,支撑 在 其 倒 易 空间 里 具有 有 限 臣 的 
整数 模 上 .然而 在 某 些 条 件 下 ,由 膨胀 律 生 戚 的 非 周 期 结构 也 是 准 周 期 的 ,也 
是 可 以 由 截 割 投影 产生 的 ， 


3.1.1 代 换 及 代 换 序列 


1. RK 

回顾 代 换 的 概念 . 令 af ialaz，ar| 是 一 个 称 为 字母 表 的 有 限 集 ， 
| Wl = nim of HEH AM AERAR x 7 TT -etle € cf 
ls iu k)CXROM . 邓 上 的 一 个 词 ,& 称 为 词 r 的 长 度 , 记 为 | x 1..w 上 所 有 词 的 
集合 记 为 fF WR w, w € of , 按 照 这 两 个 词 头 尾 的 连接 ,我 们 定 关 wy 
的 乘法 w = ww. SAS s, 即 不 售 任 何 字母 的 元 素 .那么 of HERE 
TRIG Mm AE BE. 

od EB CER o of BA 的 一 个 映射 .将 o HERD sy” 上 ,使 得 
对 任意 x.y € ow A oler) = (ploy) M o LAER of 上 的 一 个 自 同 
态 . 在 下 面 需 要 的 时 候 , 还 要 考虑 由 .x7 生成 的 自由 群 学 .在 集中 ,a ,5 figi 
SN Aa’, 6). SLA SOSH o CA SI FP Roto MMU a 
H) E RIZ. REE cif or = id WSO MER c 是 可 逆 的 . 它 也 是 Wd 
TARK. APERE m HEA, oT Se ARS]. 

我 们 把 | of ix! ol AE: 

= (F&a ;出 现在 sta,) 中 的 个 数 ) ,og (3.1.1) 

称 为 结合 代 换 o HS. on. 

(1) Fibonacci R: o = la,bl,op(a) = ab,og(b) = 

(2) Thue 一 Morse È: = 1a.5l oyta — abb — ba. 

(3) BC ER Lo = la.b.cl,acia — cuc, b -> accac ,c — abeac. 

(4) Rudin — Shapiro ft #: of = la.b.c.dl.ag:a— ac,6—~dc,c— ab, 


' 102 > AE La Bie Sw FH 


b— db. 
14189 RESET: 
F 1 1 >” r 1 1 
M, = | M, = | | ^ 
' L 10 J 1 i 
. 1010 
n 2 2| lo 0 1 1 
M, = [0 o 1j M, = | 
‘ 32 R ha 0 0 
- 1 lo 1 0 1 
2. RAAF 


所 有 A 上 的 无 穷 序 列 = apap (2, Co MBS i AN 这 
是 一 个 符 导 空间 ， 序 列 x 也 称 为 无 限 词 , 将 o 进一步 延 括 到 AN olr) 
= efzijafzra ola). BB o HIER ot (uw) —o(o, Cw), wee. 
我 们 看 到 ， 如 果 a Bela) MOAR, BPE nC; 使 得 cfay= au, WA 
o (al=o" '(o(a)) — o" lala" (u), Blo” Ma) o (a) RR. 按照 
通常 的 方式 给 出 BEFRO ， 则 s = limo" (a) , a€ Sf Rs 的 一 个 不 
动 点 ， WA o”, RARIK a 生成 的 序列 ， 简 称 为 代 换 序列 . Fels = 
s， 可 见 代 换 序列 s HC ES "ER o 作用 不 变 的 性 质 ， 在 此 意义 下 ，s: 是 
一 个 具有 自 相 似 结 构 的 序列 .例如 对 Fibonaca 代 换 ， RIJE: 
ola) = ab, 
ata) = aba, 
ola) = abaab, 
e*{a) = abaababa , 


ce" (a) = abaababuabaab = s, 
ats) = s. 
令 M = Cnn )axn 是 一 个 矩阵 .如 果 me, POLS Dn. d x xxn fl 


RFE k IE M 的 所 有 元 素 为 正 , 则 称 M Je dE i Et RAE n E N, 使 
M, 中 等 个 元 素 均 为 严格 正 的 , 则 称 i 为 本 原 第 阵 . 如 果 一 个 代 换 矩阵 是 本 原 


Er eb aLi se EE CR Se 
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的 , ERE nz B9 (RSA Ric ICE. FBR PER T+ RB. 

fe 23.1.1 (Perron — Frobenius $ EB) iF M d m dk fas Eg, SE ZA M 
必 有 一 个 下 的 单 重 特征 值 ,相应 于 它 的 特征 向 量 的 每 个 分 量 是 正 的 ,而 且 这 个 
特征 值 严格 大 于 其 他 每 个 特征 值 的 模 . 

以 下 我 们 考 虚 的 代 换 均 假 定 为 本 原 的 ,并 上 且 总 以 21 表示 它 的 最 大 正 特征 
什 . 

HF w € aE Wo, Biwi, GR o 在 ww 中 出 现 的 个 数 . 今 工 = 
giryon t E A EO) PARA EMRE A k AAR roro 0A 


rO AF a, € AISI <i of) ,如 果 极 限 


| r8) m 
p = fis pe 
都 存在 , 则 o, 是 ai 在 z 中 出 现 的 频率 (也 称 为 密度 ). 


基于 代 换 序列 的 密度 .有 如 下 结论 : 

村 原 代 换 序列 存在 一 敏 频 率 , 并 且 o = Cors cocco.) BEM RBS 
最 大 正 特征 值 的 特征 向 量 . 

有 关 代 换 及 代 换 序列 的 进一步 的 性 质 ,可 参考 文献 [9] ,110]. 


3.1.2 截 割 投影 方法 


F A ER Pin RTS Olin 2"). IL, BAH R^ BAO Ws 维 超 
Wil. se A [| H, = 101, WK, BARBER. op RAD, YE R^ 中 的 
正 次 补 ,适当 地 选择 N PERET, ERR PHRMA W — T CD IL ,那么 
A NWE PHS Sg — 1 RU ROME PREM Delone 系统 . W Ek Jj dig 
影 的 窗口 In 称 为 投影 的 物理 空间 . 

1. Fibonacci 链 一 一 d t4 4 3) R89 LD RHRB 

@ r= (5- 1) 7/29 3X $28 a =). 

ER PR y= dc 为 物理 空间 也 , 取 单 位 立方 体 在 DL 上 的 射影 为 工 , 即 
MOW y= az 及 = ar+a+1l 之 间 的 区 域 ,那么 W 中 的 格 点 在 y = ar 
上 的 射影 生成 长 短 不 一 的 两 种 线段 组 成 的 序列 .其 中 人 W 门 Z 为 序列 : 


Gon {Fl - [EAE 


GlbebÜgego Fa: te xu. 
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这 里 [z] 表示 c 的 整数 部 分 , 它 在 了 上 的 射影 为 : 


(4 tay art d 
Ita lta? 


而 射影 点 形成 序列 : 
i 
2 
= pn laa | (3.1.2) 


这 里 |xt 表示 x 的 小 数 部 分 :1x1 = x - [x]. 
不 难 证 明 ,通过 适当 的 对 应 ,该 序列 可 由 Fibonacci 代 换 给 出 . 
2. 五 次 对 称 的 Penrose Hj 
在 Rs 中 ,窗口 取 作 : 


D 
W= | Gei sna ras rasrs) ELS 254 «4l, 
aci 


IL, AHURA. Hew (1. 1, 1, 1, 1) 的 轴 旋 转 下 不 变 的 2 BOE 
m. 


3.1.3. 具有 自 相 似 结构 的 系统 的 分 类 性 质 


1. Fourier X # 

4 D ÆA Deore RH, EMR, ABE D) ELAM Dirac 
8 BRA RAR A. TRS, PARSE. WA, 4 
布 p (x) 可 以 写成 : 

plr) = 245 — v}, 

这 里 z E R" .这 样 形式 的 一 个 分 布 通常 称 为 Dirac 梳 . 它 的 Fourier BH p(t) 
= Dyexp nit ' v) 5j Dirac 梳 密 切 相 关 . 

由 截 害 投影 方法 产生 的 是 淮 周期 结构 ,由 代 换 序列 产生 的 非 周期 序列 , 因 
而 梧 按 其 Fourier 变换 分 成 如 下 三 类 : 

(1) 它 的 Fourier 变 换 为 一 个 Dirac Bit. xXx H1 E X. BEER 9 Poisson 梳 { 一 个 特 
殊 的 情形 是 ; 它 的 Fourier 变换 谱 是 其 有 有 限 基 的 整数 权 , 相 应 的 非 周 期 结构 
称 为 准 周 期 的 ). 


2 
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(2) ER Fourier $W S A — A Dirac 梳 的 连续 部 分 . 

(3) ERI Fourier EMS A "ASM" Dirac fit. TAT BEE A a 
SEXES) HIE. 

2. BRA B dedu i5 dg a emp CER 

Soke = ja, bl EAR, oU (a) = s= lobe. E ladi REM 
一 个 不 动 点 .我 们 给 出 如 下 相应 的 两 个 序列 ， 

(1) 4s = 1s41 中 的 a,b 分 别 替换 成 1, 1, TS SRR fe, |. 

(2) 取 长 短 不 同 的 线段 a ,ds ,在 实 线 上 按照 s PN alo RKB 
d, , d, ,我 们 得 到 节点 序列 | oe D, us BU: 


X0 =, 
fdas LE sa, (3.1.3 
Teo la. dn" s = 5. 3 
这 样 的 序列 称 为 链 结构 序列 . 
RY MIX PPE ed, EM 
faig) = > sexp(- igh), (3.1.4) 
Fg) Slexp( - igt) (3.1.5) 
这 里 NS|o (a)l, 它们 结合 棒 幅 的 结构 因 于 定义 为 : 
if, 2 
saig) = AD, siq) = lim s, Cg), (3.1.6) 
2 
Saig) = LET Sig) = limS,(q). (3.1.7) 


Bombieri — Taylor &E X8 '!! t Veg i], ACHR FP ATE Fe 2 Ot RE RT E HE SA A 
BS. 

XEEE3.1.2.— OM, fé dX o 的 矩阵 . 如果 M, 的 最 大 正 特 征 值 的 模 大 于 
1, 其 他 特征 值 的 槛 小 于 1( 即 M, 的 特征 值 是 Pisot 数 } ,那么 该 代 换 序列 的 
Fourier 变换 谱 含有 Dirac Hit. 

然而 ,在 非 Pisot 数 的 情形 ,相应 的 Fourier 变换 呈现 复杂 的 性 态 , 我 们 将 
在 3.3 车 中 讨论 它 的 重 分 形 标 度 性 质 . 


oulbxbmEe- 00 iexiuel d mus 
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RRA ATTRA +t 1 RAE PIA Fourier 谱 是 具有 有 限 基 的 整 
数 模 , 即 为 Bragg 衍射 详 . 我 们 把 这 样 的 准 周期 结构 菩 人 人 闹 维 格子 空间 的 带 状 
区 域 里 , 即 从 一 个 周期 的 “原子 表面 ”有 界 点 阵 ,通过 和 截 割 的 方法 生成 这 样 的 
准 启 期 结构 .进而 ,我 们 通过 对 原子 表面 的 分 形 结构 的 分 析 , 讨 论 其 相应 的 性 
HR. 

最 后 ,在 3.4 节 ,我 们 讨论 这 类 非 周期 结构 确定 的 离散 Schodinger HA. È 
给 出 的 能 谱 是 一 个 Cantor dE. 


3.2 ” 自 相 似 序列 的 原子 表面 
令 5 = [slins € laal 是 一 自 相 似 序 列 ,po = (o. o) 表示 频率 向 
Bow, = sysacs, 是 5 的 长 为 = 的 前 组 . 
3.2.1 序列 的 空间 表示 


Ete, e) 是 2 维 空间 的 一 组 基 , 由 它们 张 成 的 空间 V 称 为 表示 空间 .我 
们 在 这 空间 里 定义 一 个 无 穷 阶梯 格 点 序列 | 区 yo: 
Xp = 0, 


X, =| UU. PES + | Eg l5 Eba 


(3.2.1) 


张 成 的 1 维 空间 称 为 物理 空间 Li EME , 它 由 代 换 矩阵 的 
Perron 一 Frobenius 特征 值 4, 的 特征 方向 确定 .于 是 vy 为 上 述 无 穷 格子 阶梯 的 
“平均 方向 "向量, 称 之 为 阶梯 截 割 线 . 

现在 令 s 是 2 元 代 换 o 的 一 个 不 动 点 ,4; 是 它 的 次 特征 值 , 相 应 于 它 的 特 
征 向 量 va = (4, m). H vz 张 成 的 1 维 空间 称 为 内 空间 ， 


Eo E ru 
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以 d, d, 表示 原子 闫 的 两 种 距离 .将 原子 按照 横 坐 标 e, 置 于 直线 上 ,使 
得 : 


那么 ， 在 该 链 结 构 中 原子 向 的 平均 距离 为 : 


< 
= Pada + prda. (3.2.2) 
Da FBS BG AS Bp AE T 3T OV 18 RS POT Re, 定义 如 下 : 
z= l| uy, ld, +| wy lady 
= ka + (d, — dp} ur» (3.2.3) 
从 而 有 : 
a, =| wy la — È p, 
=È op —| wy lg. 
另 一 方面 ,将 X, 按照 物理 空间 与 内 空间 分 解 ,我 们 又 有 : 
X, = af, ori, ^ (3.2.4) 
FR. 
x? = k +e, X. = d. (3.2.53 


这 里 c Fo M, Bene PO ECL de By Wa rp eni SE Fé B3 EET OE 
23 Bir B6 fé 0 F EB BUR ER CUT EE S 81). 在 内 空间 上 的 涨 落 . 

RF tu! RITE: 

(1) 如 果 1a; 1 1,88 A 1 ul = 1. 

(2) 如 果 125 L0 LIBRA uk? XX BL a = log | As | / logA, (HIE ROT 
构造 一 个 处 处 不 可 微 的 自 相 似 函 数 ). 

G) 当 1hz1= 工 时 , 则 更 为 复杂 . 

有 关 的 细节 及 进一步 的 性 质 , 参 考 文献 [12] 一 [14]. 


3.2.2 与 截 割 投影 方法 的 联系 


考虑 2 维 平面 方 格 Z, DESA VT 在 这 里 定义 为 直线 y = or BH a 为 
无 理 数 ) ,窗口 W 取 作 带 状 区 域 : 


Rep OU : wey Me tas ape, EE 
. vr AXES EE Se M 
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W = x,y 0S y-ar<atill, (3.2.6) 
EE y = ar 上 的 射影 为 1 SE HE FS dT - 链 结 构 序列 ,按照 上 节 所 述 的 空间 
表示 , 它 的 阶梯 截 割 线 应 为 从 原点 出 发 月 含 于 WAKER. MEG a= tang, 
AAEM OK p om yw = a Mat 1). A: 
lu, la — k—1-1 ko |, 


wy l = ll kei, 


FIRS BRA: 
t= kat (dad, — dylan. (3.2.7) 
这 里 : 
- 1 


a= = 
sing + cosg 


d, = tosg, d, = sing. 


进一步 的 计算 可 得 ,|u| 的 闭 包 jl = [71,0], zz & — 1 HE HE 1 ME 


IBI . 
34 a 是 一 个 2 次 代数 整数 ,我 们 可 以 将 它 作 连 分 数 展开 : 
二 ri 十 L 
r 十 nu 
ra t — 
=f ris rgs rase], (3.2.8) 


这 个 展开 式 是 最 终 周 期 的 , 即 存在 p SHER ROB nuu, = ri. 另 一 方面 ,由 截 

割 投 影 生 成 的 序列 可 以 作为 具有 下 述 人 性 质 的 词 序列 的 极限 : 

ie RU. d. z k OAH , 

ty, 2 Wey, 4k AS RAH, 
以 及 初始 值 条 件 wi = aw = b. 0 ER EAE. 
例如 , 当 对 所 有 上 ,都 有 rn = r 时 ,上 述 截 割 投影 序列 可 由 代 换 

" — (ba y'a, 
8, 
b — ba" 


(3.2.9) 


TU, = 


生成 . 
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3.2.3 原子 表面 的 分 形 结 构 


1. 可 计数 系统 

令 g 是 一 个 2 元 本 原 代 换 .每 个 自然 数 辣 合 唯 一 的 可 计数 系统 序列 (y;， 
aogier JX Hb a; € ad. € of” ERE: 

(1) iv, ja, J&o Ca, ) DETR; 

(2) v, 不 是 空间 ,并 且 vua, 是 ola)ta € of) MATER, 
那么 ,o 的 -- 个 不 动 点 ， = ssp 的 前 SERAPH: 

u, = oo (y, oos v) ve, (3.2.10) 

有 而 自然 数 羡 可 按照 “非常 数 基 ”唯一 分 解 成 : 


k= Se iora), (3.2.11) 
EH e = OBL. 
53.2.1 自然 数 按 Fibonacci 分 解 . 
设 c 为 Fibonacci 代 换 . 令 F® = FO = 1,F® =1onfa)y 1, BA, 
12 一 pid + F + FO 十 Fe 8 = Fo 
1994 = FU9 + PON 4 PO) 4 PO) 4 PO + PO 
注意 到 ,容易 证 明 BU = FOO X POD Moi | oo" Ca) 1 SE Fibonacci 数列 . 
2. 原子 表面 的 分 形 结构 
下 面 我 们 将 对 可 计数 系统 讨论 代 搁 认 列 s = ss2…5… 的 原子 表面 3 = 
Hurl 的 分 形 结构 . 
引信 S 的 子 集 : 
R, = p + Las R, =- p, + Ly, (3.2.12) 
那么 S 被 分 为 不 交集 的 并 : 
S=L, UL = R LU R. 
但 是 ， 


wy oa Cu, 1)o( vi) vo 


tal .X isch - 
“der Pedy UP RL 
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= at T(t) ) vg, 
这 里 Tlw) = ot ude 2Cv, tv) 
于 是 ,rr 可 通过 = 在 较 短 的 词 T(zwwi) 上 经 代 换 o S BERE Ry 给 出 的 平移 
以 TOR) 表示 Tw) 的 最 后 一 个 字母 .引信 重 标 子 集 : 


LT = lugevy = €, TCR) (3.2.13) 


ll 
& 


LI = Sugivo = e, T) = bl. (3.2.14) 
为 了 确定 S ,注意 到 : 
《1) BT Eu, 与 它 在 VW EAD RRA V? MA, 的 特征 方向 确定 ， 
并 且 因 为 代 换 o 在 Wi 上 的 作用 是 以 4 为 相似 比 的 压 纲 ,所 以 在 点 态 乘法 的 意 
X FETTE: 
Li = A,L,, LI = AjiL, (3.2.15) 
(2) 对 于 ola) 的 子 词 vo HAPOREN, La L, TANALI, LIUR 
它们 的 一 些 平移 集 的 并 ， 
例 3.2.2 Fibonacci 代 换 . 
Tervo Æ TCR) 所 有 可 能 的 和 值 如 表 3.2.1 所 示 . 
3.2.1 nevn R T[K) PARE 


T(E) (vores a) 


a | (e a) Ca L5) 


b (e, b) 


由 此 我 们 得 到 自 相 伺 方 程 : 
L, = (- al.) U Co aL,), (3.2.16) 


Ly — a? — al. (3.2.17) 
它 的 唯一 解 是 区 间 : 


R, = [0.a], Ra = [- a*,01, 
其 原子 表面 3S = [- oo), KA SAKE! S$S1= 1. 


o e Dr so 0 ligo Ae. 


LIS SR 1 BEE I t ill > 


为 了 讨论 一 般 的 情形 ,定义 S 的 左右 端点 分 别 为 S，= infS 和 Sw = 
supS , 差 AS = Sw - S, .进一步 的 讨论 11 1 可知,S 是 最 多 可 数 个 不 相交 区 间 
的 并 ,同时 这 些 区 间 的 长 度 之 和 等 于 1, 从 而 AS 1. 

当 AS=1 时 ,5S = [t,t + 411]. 可逆 代 换 及 截 制 投影 序列 即 属 此 种 情形 ; 
当 AS > ihi, S 为 可 数 个 不 连通 区 间 的 并 , 即 所 谓 的 降 分 形 , 从 而 它 的 边界 
aS 为 一 Cantor Æ. 

例 3.2.3 EA AWS Fibonacci PME. 

它们 的 代 换 矩阵 分 别 为 : 

M, = * ‘|, M, = [3 “| (3.2.18) 
i l 1 3 L2 1 

G) 如 果 o 可逆 ,那么 AS = 1; 

GD 如 果 = 不 可 道 ,那么 AS > 1. BAN, EAS uf BOF Fibonacci fS GEM 
TH7É (a — aba, b — ba Ra — baa, b — ab) i AS = a^,Jf ELFH I HE E SEE 
BOA: ' 


dim, as = LEU * 2) a 0,915785. 
4loga 


详情 可 参考 文献 [16] . 
3.2.4 多 元 代 换 链 


1. 训 元 代 换 链 的 基本 概念 

B o Æ = laiar as ER n TER, REE M, 的 特征 值 是 
Pisot 数 ( 即 代 换 链 是 淮 周 期 的 ,并且 它 的 行列 式 等 于 1. 类 似 于 3.2.1 节 ,可 
以 把 空间 表示 和 原子 曲面 结构 推广 到 相应 的 代 换 链 上 . JE M, 的 Perron 一 
Frobenius 特征 值 A, 的 特征 方向 为 代 换 链 的 密度 问 量 ppp. 

以 di dye d, 表示 原子 间 的 n 种 距离 .将 原子 按照 横 坐 标 x, BFA 
上 ,使 ro = 0, 并 且 如 果 代 换 链 s 的 第 & 个 字母 为 4a;, 则 取 zx, - x) = dH 
么 ,在 该 链 结 构 中 原子 闻 的 平均 距离 为 : 

a= lim 7* = 3 (3.2.19) 

同样 ,我 们 可 以 按照 n 维 空 间 V^ 的 基 疝 量 (ei ,ey,…,e,) 给 出 :在 Z" 中 的 格 
子 序列 X, , 它 的 平均 截 荐 线 为 由 o 生成 的 物理 空间 VF, 从 而 直 和 分 解 V = 
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V^ €p V RABATE V" JE HL V" bM, 的 次 特征 值 4，,… A, 生成 (如 果 A, 和 
Ani ERMER RA v Bev.) PRE A, 的 特征 向 量 的 实 部 及 虚 部 )， 


于 是 ,X， = xvi + Ve ,这 里 = 3 v. M g EV 上 的 作用 是 由 


Aa 
. 

确定 的 压缩 . 

于 是 ,我们 定义 链 结构 的 原子 表面 S = [luau an) ER US aso. E 
可 能 其 有 分 形 边 界 . 

2. BARR BE M HF 

下 面 为 两 个 3 REM Bp US . 

例 3.2.4 7 次 旋转 对 称 对 称 代 换 [17-. 

7 次 旋转 对 称 代 换 的 代 换 矩阵 为 (一 种 典型 的 可 道 代 换 为 oia 一 abe, b 


— ac, c — be): 


Ais 


110) 
101 

1 1 41 j 
它 与 一 种 由 多 种 三 角形 铺 满 平面 的 准 周期 结构 相 联 系 ( 其 入 射 谱 旦 现 7 次 旋 
转 对 称 )， 


RNA: 
A= l+ 2cos F, 
Ap = 1- 2cos >, 
Ay = 1 ~ 2cos $, 
其 密 庶 向 量 为 : 
p= (2005 77 - 1, 2 — 2cos ^7 - 2cos a, Zcos 7) 


WARE V! 上 的 分 量 分 别 为 : 


RUE Ret Ba ede 
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| 1 - 2cos 7 
€t = 3 , 
L ~ 2cos > 
x 
4cos 7 
e; = 
| 4cos EJ 
; 一 2cos E 
ey 
— 2cos Ao 
而 S 的 面积 为 
| S1= 6cos + ~ 1. 


RFC a 一 bac, b — ac,c — cb," iE (C is AY OT SEA, Ane 3.2.2 所 


93.2.2 代 换 词 的 可 能 值 


Coo se) 
a (e, 8). (5, a) (ba ,c) 
e | (ea), lase) 
。 | (esc) cb) i 
由 此 得 : 
La = (el + A'L.) U (AQ), 
Le = CA'L,) LU) Gl + AML), 
Le = (el + e$ + AIL) U Cel + ALa) UJ CAL). 
i) 3.2.5 


复 特征 值 的 例子 -一 -3 元 Fibonacci 代 换 (又 称 为 Rauzy 代 
换 ). 它 们 的 代 换 矩阵 为 (一 种 典型 的 可 逆 代 换 为 =:a — ac b — aye > 5): 


101 ] 
M, = 19 Q0 | 
0 1 0 
它 的 特征 多 项 式 为 P(A) = af- As 一 1. 


dani DET CODE: 
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确定 原子 表面 的 自 相似 方程 为 : 
工 。 = AlL Ls = Agha 


L, = Ag Le U (1 + Aah). 
有 关 这 方面 内 容 的 详细 论述 可 查阅 有 关 文 献 , 


3.3 Fourier 变换 谱 的 重 分 形 分 析 


3.3.1 重 分 形 分 析 的 一 般 形 式 


]. 正 测度 

重 分 形 分 析 是 肇 琴 共有 正 测 度 特性 的 一 个 工具 58 ,而 正 测度 则 用 来 描述 
诸如 质量 .集合 上 的 分 布 ,测度 的 支撑 等 对 象 . 下 面 将 考虑 一 种 由 衍射 谱 
(Fourier Jk HE ) 给 出 的 测度 分 布 . 

我 们 给 出 三 类 不 同 揭 正 测度 : 

(1) 原子 测度 (离散 测 庆 ). 如 服从 二 项 式 律 的 概率 测度 ,其 质量 分 布 函数 
M(x) 是 一 个 值 域 为 可 数 集 的 阶梯 函数 ,ws(z xL). 


(2) 绝对 连续 测度 . 如 服从 正 态 律 ,M(x) 是 可 微 的 ,其 导数 M r) = 
pee) 是 测度 的 密度 {如 Gauss AR). 

(3) 奇异 连续 测度 . 它 既 不 是 离散 的 ,也 无 绝对 连续 分 支 .例如 Cantor 三 
分 集 的 自然 测度 [271. 

现在 介绍 重 分 形 分 析 . 重 分 形 在 整体 上 找 述 了 正 测度 分 布 不 均匀 的 奇异 
特性 . 

为 简单 起 网 ,考虑 一 个 支撑 在 单位 区 间 [0,1] 上 的 概率 测度 .我 们 将 该 区 
间 分 为 N 个 长 度 为 a 的 盒子 ,第 ;个 僵 子 的 概率 为 : 


[ille 
by = | dp, (3.3.1) 


那么 , 提供 了 点 = = ic BASE. SHER 户 WERE: 
Be, € =Ü, (3.3.2) 
则 指数 2 给 出 了 点 .x = ie 的 测度 的 局 部 奇异 的 浓度 的 一 个 合计. 
对 应 于 前 面 三 类 测度 ,有 如 下 性 质 : 


iiiad. O pie T 1 M 


第 二 章 结合 1 维 准 周期 链 的 分 形 结构 - H5 > 


(1) 绝对 连续 : 即 p, œ o(r)6.6 —0, 0B a = 1. 

(2) 离散 (原子 ): 即 对 于 足够 小 的 。e,a = 0, 每 个 盒子 的 概率 或 者 是 零 , 或 
者 是 a. 

(3) 奇异 连续 : 即 无 一 般 规 律 ,任何 局 部 a 都 可 能 出 现 . 

2. 重 分 形 分 析 

重 分 形 分 析 至 人 少 在 统计 意义 下 可 以 给 出 这 类 测度 的 局 部 奇异 性 ,其 出 发 
点 是 配 分 函数 : 


Z(Q) = Spe. (3.3.3) 
RECRARRHES: 


Z(Q)eetm, (3.3.4) 

我 们 就 称 测 度 De 是 重 分 形 的 . 

因为 Z(Q) = 1, 故 对 任意 s, 有 r(1) = 0. 于 是 可 令 : 

r(Q) = (Q- DDg, 

iX B Do n LUE dEJé T8 ER Q AS AER. Q = ON ACS ERE ZCQO 是 宽 为 
e 的 非 空 盒子 的 个 数 . 于 是 Do "DERE E I BE SEN RE AR. D, AD, 
分 别 视 为 测度 的 信息 维 数 和 修正 维 数 . 而 在 所 谓 正 则 的 分 形 测度 的 情形 (如 
Cantor 宇 分 集 ) SHER Q.RINA Do = Do, 即 正则 分 形 被 单一 的 维 数 所 刻 
B. 

JO XE Do 的 连续 解释 如 下 . 设 x 可 按 其 局 部 指数 = HET. 

S, = la:c 处 的 局 部 指数 为 ec|， gla} = dimS,. 

如 果 对 子 标 度 ,分 形 维 数 是 正则 的 ,那么 盒子 的 个 数 N,(s) 服从 标 度 律 , 即 : 


N.(e)e3g 8», (3.3.5) 
于 是 配 分 晴 数 Z(QO up ee BE Sd 
Z(Q) fda, (3.3.6) 
对 于 e 一 0, 其 值 可 通过 鞍点 方法 计算 .上 式 指 数 条 件 给 出 OWE: 
Q - Sf, (3.3.7) 


并 县 结合 的 指数 值 给 出 : 


PREPS ge ak 


zs 
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r(Q) = aQ — gla), (3.3.8) 
Mam ea rQ) 可 通过 gla) 的 Legendre TRKA. C 89 30: SR St 
a = or (3.3.9) 


及 13.3.8) 式 给 出 . 

当 Q 连续 地 从 - co 到 + oo 变化 时 ,上 述 公式 描绘 出 一 条 (a,g) 半 面 上 的 
曲线 .特别 地 ,曲线 的 斜率 就 是 Q 本 身 .曲线 的 顶端 由 Q = 0 的 相应 值 给 出 ， 
g lao 的 值 给 出 支撑 集 的 维 数 Do ,而 o lo o 的 值 需 确定 . 


3.3.2 Fourier FREAK ERS 


1. Fourier ERA X 

4 s —osspesc PRR, T £a BITTER Fourier 2E $8 A 
结构 因子 已 在 3.1 节 中 定义 . 供 随 N 的 增 大 ,Sw(g) 的 收 仇人 性 较 差 ,有 限 样 本 
的 数值 计算 会 带 来 很 大 的 误差 .例如 , 当 我 们 考虑 如 下 归 一 权 的 分 布 : 


= E A l«i«N. (3.3.10) 
3j N 足够 大 时 HEHA Z Q) 可 由 积分 算得 : 
Z(Q) es NU SL 
(3.3.4), A 
(Q) = Q-1« O, (3.3.11) 


这 里 p(Q) = In(Q +i) - Qind. FE r(Q) HIM SF Q -IAB a 和 g(a) 
对 所 有 的 Q ABET 1. 曲线 gla GE TUI — ex. B3 29 1H (3.3. 10) REX A ART 
应 于 支撑 区 间 为 [10,11 AS EE ix ERR SB DO FR. Rz ECT BU XR 
BRITA © = 1/N x = iH plx) = 2x. 这 样 的 权 的 分 布 没有 重 分 形 . 

但 不 论 自然 数 NN 职 多 大 ,所 给 出 的 数据 总 会 描 出 一 条 gla) 曲线 ,而 不 会 
收缩 成一 点 -这 说 明 任何 有 限 样本 的 计算 者 会 给 出 趾 假 的 重 分 形 昭 线 gla). 

为 了 消除 有 限 样本 带 来 的 假象 ,通常 需要 仔细 地 分 析 clo) 曲线 顶端 附 
W a — 0) 的 局 部 性 态 ,于 是 ,我 们 可 以 考虑 g{a) 曲线 项 端的 曲率 . 根据 (3. 
3.7) — (3.3.9) X, lis C u h FREH: 


De Ee aS ae ey 
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一 df dr -1 
c= miM ~ ECON (3.3.12) 
再 由 (3.3.11) 式 得 估计 式 : 
In N 
C ^v BO)" (3.3.13) 


在 此 情形 , 即 C=- InN. BUB URS ELS EU HEEL g(a) 曲线 的 曲率 按照 样 
本 点 的 对 数 发 散 . 这 表明 ela) Hi EE TE ST OG REI. 也 就 是 说 , 络 
对 连续 测度 没有 重 分 形 谱 . 在 某 些 情形 下 ,标记 函数 pQ) 可 以 提供 一 些 附加 
的 信息 ,在 代 换 序列 的 情形 ,inN 是 一 个 十 分 自然 的 变量 . 

对 于 [0,1] 上 由 密度 o Ca) 的 任意 绝对 连续 分 布 ,护照 上 面 的 论述 , 归 一 
TUS: 


p 
Pi = RTT xix N, (3.3.14) 
这 里 ， 
l 
m(Q) = [CoCr aa. 
容易 得 到 : 
Z(Q)s NI me N— 0. 


于 是 r(Q) 呈现 出 如 (3.3.11) 式 非 常 相同 的 标 度 ,并 旦 有 : 
piQ) = Gln (1) - lomi Q). 
特别 池 ， 我 们 有 : 
— @ (0) = m'(0) — m'(0» 
= | ie oC dde - (fimoz) . 
GUB XL ASE FP HO 3. 13) s&oTón ,曲率 C 是 负 的 . 
2. Fourier X Mids) KEW E 
由 上 面 所 述 ,按照 严格 的 观点 ,应 该 考虑 元 穷 序列 的 Fourier 变换 谱 的 灰 
度 测度 .这 个 正 测度 可 通过 分 布 聘 数 
H(q) = lim |’ Sula dda’ (3.3.15) 


GERBER 205 omes. ERE. 
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来 定义 ,这 个 量 类 似 于 前 面 的 M(x), 上 共有 和 良好 的 性 态 .我 们 可 用 
dH(g) = S(q)d a 
来 形式 地 定义 相应 于 无 穷 序 列 的 Stq). 它 也 可 看 成 是 一 个 分 布 . 
从 Fourier JK E B9) GB E d ,按照 Fytg) 作 为 N 的 五 数据 幅 的 增长 ,有 如 
下 几 种 情形 : 
(1) Bragg 峰 . 这 是 那些 使 
Fu( qo) = Clg) N 
q fO Eqs TU CC qu) 是 复 振幅 .HCq) 在 gq = qo 处 有 不 连续 的 强度 1 CCo) 1’, 
其 结构 因 于 SORA SARI Cigi) l el 一 go}. 不论 是 周期 . 淮 周 期 ( 概 周 
期 ) 结构 ,这 些 Fourier KEM HSB BS. 
(2) 漫 散射 .这 个 情形 相应 于 结构 因子 Sig) BCR en OU n 3E KE 
构 , 它 的 Fourier 振 幅 1 Fg) 1 按 NL ?上 典型 地 增长 .其 相应 的 Fourier AK BE m 
度 是 绝对 连续 的 . 
(3) 奇异 散射 .如果 其 些 波 向 量 oo ARE: 


Fé) NS 于 <v<1， 


HBA, Sy Cay) NU l TEH a ao, NN 足够 大 时 , Sv(g) 是 N(g 一 qq) HR 
ae. XX BB AS HE hu JG SF Hi P1 Aa PB 
| Hq) Ago) | Sig- gol", a= 21-4), (3.3.16) 

ARER ov RB Fay PRO O ae <1, KE S(q GER LSF H g) TE ao 
处 的 导数 ) 为 发 散 的 .在 Bragg 峰 的 情形 ,a = 0,v = 1, 故 可 认为 这 种 情形 之 下 
它 在 无 穷 处 “小 于 "Bragg 峰 的 情形 . 

这 种 情况 显示 较为 复杂 的 性 态 , 其 Fourier 灰 度 测度 被 猜想 为 奇异 连续 
的 . 

(4) Faig) 作为 有 限 尺 度 的 函数 ,处 相 不 服从 局 部 替 律 ,所 有 Fourier & 
换 为 奇异 连续 都 可 能 属于 此 种 情形 . 

为 了 和 做 重 分 形 分 析 ,我 们 首先 考虑 积分 [2 : 


E 1 
i, = | “dg | Sy(g) i?. (3.3.17) 
Q 


如 果 gm = 2r /a, 这 里 a BRS ROP PAS A tE i F 
Fourier 2E HR (AK BE BE) 的 性 质 . 
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(a) 80 Fourier 变换 谱 是 原子 的 , HW Bragg 18, 积分 Is 应 新近 于 
N'*i 
(b) 当 谱 是 绝对 连续 时 , 即 如 果 Sig) BOG ín A, M: 
Iy b= [eq | SQ 12, A o— 00, 
u 


(c) 当 谱 是 奇异 连续 时 , 则 可 以 有 KSN 6,0 8 « 172. 

重 分 形 的 要 点 在 于 概率 权 p 的 定义 ， 

PEITA) 16,1, .0 的 Fourier 变换 .将 ;ss Lo AIF o" (a) 周期 重复 的 极 
限 . 而 周期 序列 的 Fourier RAR Bragg 峰 组 成 . 形 如 : 


| 2mm 


Qu = “hp oO 0P E Z, 
其 相应 的 振幅 为 : 
Ag 
C, = N . 


ATSANA 2r, RIRE m — 1,2…, NN. 于 是 , 作 重 分 形 分 析 的 权 取 
BA AE Pad EA) EK BE : 
Ic, i? - S n 2 
fm = Eons 8- 2j LC, 17. (3.3.18) 
用 同样 的 办 法 处 理 链 结构 序列 (3.1.3) 式 ,I = rw, 则 其 相应 的 Bragg 峰 
J|: 


2-9 


Gm T Ps me Z, (3.3.19) 
HABA 69 d 2. 
2 Eslam? 
C, = GE. 


在 数值 计算 中 ,我 们 用 有 限 波 向 量 M 代替 整个 HRN M HN 
RETES. 
按照 以 上 p, 的 定义 ,计算 gla) 曲线 .直接 计算 配 分 函数 的 微分 如 下 ; 


ZQ) = aQ ^ 2) p? inp, 


2 M 
ZQ) = £4 = » pf (np. 


(dE dd ie en D. Bini 
2 dios kb vus i adidas t's EINE 
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a Wig MBA HI 


ZQ) 
* ~~ Z(Q)InM 


BEEN  Qz) 
a= iam (InZCQ) zi 


简单 地 给 出 .而 gta) 曲线 在 顶端 的 曲率 忆 由 


1 H (Ze. Zo) 

C — InM\ Z(0)? Z(Q) 
得 出 .由 于 N=|o"lta)|, 对 M 有 合计: 

In M z n Ina,, Hox 00, 


这 里 A, 是 代 换 和 矩阵 的 最 大 特征 值 . 

由 上 所 述 可 见 , 如 下 几 点 是 需要 着 重 讨论 的 : 

(1) 曲线 g(a) 的 顶端 的 横 坐 标 ao( 相 应 于 Q = 0 的 值 ) BAB RB g 
处 的 次 度 测 度 局 部 奇异 的 指数 ,只 要 其 度 测度 是 真正 的 重 分 形 . 那 么 an > 1. 
因为 整个 q 轴 是 Fourier 的 支撑 集 ,相应 的 glao) 的 值 为 1. 

(2) 按照 3.3.1 节 所 述 ,曲线 g(a) 在 横 轴 的 左右 端点 值 amn 及 ce 表示 
奇异 指数 o 的 最 大 值 和 最 小 值 . 

(3) 由 Q = 1 28:5 8918 o, 具有 关系 gla) = a, = Di. 这 个 量 可 视 为 
Fourier $K BE Wi HE f " fe E, HEART 

(4) ffi d, = gCO 表示 使 波 向 量 g 的 局 部 指数 a 小 于 1 的 集 的 维 数 . 从 物 
HARKE. d, 是 峰 集 的 维 数 (奇异 散射 峰 ). 


3.3.3 几 类 典型 序列 的 结果 


1. Fibonacci 4X & 
Fibonacci 序列 是 准 周期 的 . 它 的 Fourier RUE S(q) tH 6 BRAM, MEA 
Bregg 峰 在 波 向 量 y 的 值 为 : 


q= 2r tkr), c AR, jac (3.3.20) 


2 
其 Bragg KEEFE: 


EAM wA ct ade DE o ed 
NUMEN NU EIU S 
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sin’ kar . 
—— v-. OFE k D, 
we kc (3.3.21) 
ir^, 对 于 上 = 0. 
2. BRA 
HA Bsp] Rl ca Pee 


En = ya(no), (3.3.22) 
这 里 xs 表示 区 间 [0,4] ARERR, n C LIO 之 ;A 之 1( 从 几何 上 看 ,在 单 
位 加 上 给 定 角 为 4 RE, RPA o ,如 果 na 落 进 4 的 局 区 , 则 取 e, — 
1 ,否则 取 0). 当 w= A= r’, IR, e, 给 出 Fibonacci 序列 . 
一 般 弛 , 当 
A = re(mod 1), r € N, 
那么 ,相应 的 }s,| 都 是 淮 周 期 的 . 

如 果 上 述 条 件 不 满足 , 可 以 证 明 , 该 序列 在 其 内 空间 上 的 涨 落 序 列 
[ax 长 参看 3.2 人 节 ) 是 无 界 的 ,并 猜想 其 链 结 构 给 出 奇异 连续 ,尽管 该 序列 是 准 
Ja fp ag 

一 个 特殊 的 情形 是 : 


它 可 由 3 元 代 换 ( 贺 代 换 )s:a 一 cac, b — accac ,c — abcac ÉL GRAF PLE SERE 
影 4 一 1,5 一 1,c ~ 下 0 给 出 . 它 的 代 换 打 阵 的 特征 多 项 式 在 ZZ 上 是 可 约 的 , 特 
征 值 为 一 , 1, — 7°, ALE BIAS Bombieri - Taylor 定理 的 条 件 ， 
ALLER | ot) 1 ,用 入 表示 fir AE t © ja, b,cj. Œ Fourier 
振幅 满足 递归 关系 : 
fins fi tepl ig) fs texp( i QFE. (3.3.23) 
frat f? + exp (- lig) fi + exp (- Cbg GF Gen (3.3.24) 
SaS fn tepo iagoa + exp (- iC Da) Say (3.3.28) 
及 初始 值 : 
f$ sfa =e", f$ =0, 
{E Bb Fibonacci 数列 3x € 5 Ri b f FT: 


IS = pn i EN i, m posu 


aaike, o dd Ue vi Be 
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如 同 Fibonacci E — FÉ , Bi f, f Fr dri e FE 9| RE HE Fo] TR. E 03 (3.3. 200 RA 
处 的 g 具有 Bragg 峰 ,其 Fourier KE RA EHE. 
对 于 圆 代 换 的 链 结构 ,相应 的 下 “, 下 及 所 按照 原子 间距 离 i, = 1 + £2, 
=1l+é Ri, = 1,I EE gl RR (3.3.23) 式 的 递归 关系 ,但 初 值 为 ; 
Fos Fe e tnos, Fse’. 
其 Fourier $K BE WU HE RH AA eee” BA: 
Foy 1.60, a; 0.55, Ou, 79 0.15, 
amar = 3.8, d, = 0.86. 


MTE GA rete zu ore 


3. Thue - Morse ÑH 


fid Thue - Morse 序列 的 递归 表示 为 ， E 
£g =0, 
£34 一 ER， (3.3.26) 


€2441 71 e. 
用 fA fun fe dan 4080! ,其 Fourier 振幅 满足 递归 关系 ， 
Fras fi te pm. 


ob b 2" 
fan=f, +e fs. : 


初始 值 为 ， 
fo =-fo =e" 
相应 的 灰 度 为 : 


= | [25i2244, n xé D. (3.3.27) 
ed 
可 以 证 明 , ENS ERO = € “mr 的 有 理 数 服 从 局 部 每 律 . 因为 , 邻 g = 
2nj "k(j,k € ZH & WAR) (3.3.27) 式 给 出 的 相 序列 2” 7 e (mod 2r) 是 
最 终 周 期 的 , 旦 这 个 周期 p <b EGE mo IHERB m Z9 my, ABA 27 g = 
2"q(mod 2r) .于 是 容易 得 到 标 麻 律 : x. 
sy (2B jozo o. 


这 里 指数 o 3E 9113 (3.3. 18) 式 相 一 致 ,其 精确 的 表达 式 如 下 : 


人 
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LES "n 
- E 1 NS. i 2 ZEE) 
H ap = 2r n 1 = pln2 , 24 in { 2sin n - 


BBE WM g = 2x0 “A+ M) ANM € Z, N € N) HEERE, E 
都 具有 相同 的 指数 值 a; , ,其 局 部 奇异 性 最 强 ,也 就 是 说 , 最 小 的 指数 a 出 现 
在 g = 2x /3 R PUT S IE B9 RE 9 IE RIA: 


ane = 2- p 0415. 


从 而 Fourier HE EMAA ETARA E a ,它们 从 a 到 o, APE 
LA 65 US. 

Thue - Morse FF 58 Fourier Jk BE Bl wh E 2 E dp AR PRET EU 
了 说 明 这 一 点 ,首先 注意 到 ,对 于 灰 度 S, (42, H1 (3.3.27) 3& IT LAHE HI ADF BR 
数 方程 : 


Sofa) = 2sin? $5, (2q). 


WR E 3 BEAR, APE aR 3$ TONENE EEA SC(q)627'" "977. Ath 
限 分 布 函 数 H g) Æq =0 的 附近 比 a DEI AES RMSE. BEEK 
F n RNAP: 


H(q) = exo[- Pt) + OCIng). (3.3.28) 


现在 讨论 其 Feurier 灰 度 测 度 的 重 分 形 .我 们 考虑 形 如 &g = 22m 727 的 波 
[5] 3 XX EB. 1 Lom sn 2" AKER AWA 2r HI ¢ RRS, om 的 取 值 可 以 
限制 在 2”! 之 内 ,此 外 ,(3.3.27) 式 表明 , 当 m 为 偶数 时 ,S, = 0. FAL 
数 ZCQO 的 取 值 可 以 限制 在 m 的 奇数 值 上 , 即 从 1 到 2” 1! 一 1 间 共 2" 习 个 值 
上 ,也 就 是 : 


2771.1 


Z(Q) = 2j (2 [T sin?2-" (2n - Dx)?. (3.3.29) 
数值 计算 显示 出 : 
an c oU | ge co = & 


EA 
a9 — 2, a, 0.73, d, 0.89, cæ- 0.07. 


ET NO RUN Anl ote «aiu 
Nr ee e : isi nl aai- 
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4. Rudin Shapiro 序列 


Rudin - Shapiro 代 换 已 在 3.1.1 节 中 给 出 ,其 抽 稼 序列 由 相应 的 4 元 代 换 
链 中 将 a c 蔡 搞 成 1, 将 .4 蔡 换 成 …i 而 得 . 它 还 有 其 他 的 一 些 等 价 定 尺 ( 如 


递归 定义 ) ,可 参考 文献 [10]. 
引用 前 面 的 记号 ,此 Fourier Se M SRI xx 
rr 
fu 0 0 e +? | Fi 
| 一 ^ r > (3.3.30) 
fuu 1 e ta 0 0 NM 
fd 74 2"q 0 1- m 


初始 值 为 : 
fa face. fo fae. 
对 = 用 归纳 法 ， 可 得 : 
一 了 
实际 上 ,只 有 两 种 独立 的 Fourier RS. RACK U, V, W, ,使 得 ; 


i -0,2 . 
U = Set Se LL f£SU + fi 
" 5 irs ， 


n 2^ 
可 得 递归 关系 : 
上 Unai | ^U, 
1 Vasi = 0| V, , 
EISE 
这 里 ， 
| 0 — cos 27g  — sin 2"q | 
O, = |-I 0 0 | (3.3.31) 
M sin 2"q — cos 2"g 


其 初始 值 为 Uy = 0, Vy 一 一 1, Wo = 0. T3. O, EERE, Uo. Vos Wy) 
ERMEE, AM U, Va W) 也 在 单位 球面 上 .特别 地 ,我 们 有 | U, 1 所 
1, 因 而 对 任意 n RK He MAO S, 扫 2. 换 言 之 ,其 Fourier KERA A 


p 25 "ENME ES 1.3 
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的 , 且 不 存在 o 的 值 ,具有 比 1 小 的 局 部 指数 a. 
事实 上 ,Rudin -- Shapiro FÆ 71 #9 Fourier 其 度 测度 是 绝对 连续 的 , 且 无 穷 


ERREEN: 


Slq) = à. (3.3.32) 
5. aE Pisot 代 换 的 例子 
(1) 2 元 链 .考虑 代 换 : 
a) = ab, 
ie a — 1,5 —-- 1. (3.3.33) 
c(b) = aaa, 


其 代 换 矩阵 的 特征 值 4,,，。= (5 E 45) /2 都 大 于 1. 引用 前 面 的 记号 ,我 们 有 : 
3 
且 初 值 为 吕 = 站 = 1. 其 抽象 序列 的 Fourier 灰 度 满足 如 下 递归 关系 : 
fan fi texp(- gst, 
Fac [1 + exp(— Hig) + expl- 2if4g) ] 7% 
PIA f=- fom eof. 
该 序列 的 理论 上 的 结果 是 未 知 的 ,并 被 猜想 是 奇异 连续 的 .其 数值 计算 结 


SE 3.3.1. 
(2) 3 70H. iE X, 3 oC [S PR TR. 
fata) = c, 
em =a, a 1,6— l,c--- 1. (3.3.34) 
olc) = bab, 


HAURE E a AF GE A A, = 1.521, A23- 0.761 上 0.858 ,它们 的 模 都 大 于 1. 
BINA ola) = ath), oic) = oo) FEARS RPS o" (6). — PT BY 
单 的 计算 得 : 
gb) =a" Ce) 

=a" (bab) 

=o" (bo laja" (b) 

=a" (bog"*(b)a" (b), 
Am, 


buts = 37 20 * "A ~ 21, * Las 


Es Tre iu in BAAR 
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fas fuam (on e IST ut) eue e Ip, 
初始 值 为 & = 4a, = fp 7 1,fo f an fe = eo". 
与 上 面 的 例子 一 样 , 这 里 给 出 数值 计算 结果 , 见 表 3.3,1. 
R331 fü&i MEER 


序列 Fourier 变换 ELLE Sus | ea f at | ams | d 
Fibonacci 离散 fi Kot 一 2 一 | - 0 
Tir Se BE HF 3] | 离散 Af 一 2 - - ü 
结构 国 序 列 | 奇异 连续 有 |0.15 |1.6010.55 | 3.8 | 0.86 
Thue - Morse 序列 奇异 连续 有 0.41| 2 10.73| - |n.a9 
— 
Rudin — Shapiro 序列 化 对 连续 无 一 1 一 - - 
3E Pisot - 2 7646 奇异 连续 有 0.15; 2 10.44| - |0.83 
一 一 -一 一 一 一 一 一 | 
JE Piso — 3 元 链 奇异 连续 | 有 0.2 |1.3610.64| 3.6 | 0.92 


3.4 ” 非 周 期 势 的 离散 Schódinger 方程 


3.4-1 1 8 E Schédinger 方程 的 初步 知识 


1. 离散 Schédinger 方程 及 其 解 
关于 1 维 非 周 期 势 的 离散 Schodinger 方程 ,近年 来 已 被 众多 学 者 所 研究 ， 
参考 文献 [20] ~ [23]. 
考虑 结合 1 维 非 周 期 序列 v = 1v,1 的 离散 Schodinger 方程 ;: 
E, = Vain + duoi + att ne £, (3.4.1) 
这 里 ww RSC) ABE URLARE). 
我 们 将 要 通过 对 (3.4.1) S6) 4 OR lee OP” 的 类 型 .其 次 ， 
通过 对 能 E 的 确定 来 刻画 (3.4.1) 式 的 解 . 
作为 2 阶 齐 次 线性 方程 , 它 的 解 是 一 个 2 维 向 量 空间 : 
(1) 如 果 gg (3.4.1) RAHA 
$07 t eag, ensa Ee (3.4.2) 


p ng ERS E dx Bb 2 rides 
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2.2 (3.4.1) 式 的 解 . 
(2) 存在 两 个 线性 无 关 的 解 gO, gp. 
事实 上 ,yy 与 y'* 是 线性 无 关 的 解 , 当 和 且 仅 当 它 的 Wronsky 行列 式 : 
WEO, pE] = aU VOD - ap 
= pD yp? gh gi? (3.4.3) 
= const # D, nen, 
在 连续 的 情形 为 : 
(15 {3} 
af yo L ppm. 


以 SLCC) 表示 所 有 行列 式 为 上 的 2 阶 敌阵 群 , 对 于 4 C SLz{C) ,按照 它 的 特 
ETE Mi ,aa ,可 做 如 下 分 美 : 
(a) Sieh RA, Ar 是 实数 ,并且 | 4 1=1a1>1, 有 两 个 实 的 独立 的 特 
WEM, uA > 2. 
(b) FRAY a, . = e, pÆ nr irA = 2cosop, 有 两 个 共 箔 的 特征 向 量 . 
(e) 抛物 型 . 1 41 1=1431= 土 1, 只 有 一 个 独立 的 特征 向 量 , | trA 1= 2. 
(d) A =+1. 
31 (3.4.1) 式 的 转移 和 矩阵: 


Pus E-w -1)|f*9 
ate " d] 


fi 
= A,(E) ， 


La 
WHT, € SL,QO,R € N.A, (E) = T,T, °° Ty. ROMA: 


[sa ha 
i =T l1 T lan To! 


le... 


ee Ree Sta an ae, 8 Oi hy thee 
E CREE EH BEIC C TEM 
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$1 
= Å, E) - 
tou 


M4 PP ge? (3.4.1) R BAPE n 一 1,44" = 0, 90? = 0, pi? — 
1 的 解 ,那么 易 得 ， 


AP gi] we vB 
A, = ^| = a) TRE (3.4.4) 
| ps Pa 


Mili detA, = WL, oJ. 
可 以 证 明 ,P,(E) = trA,(E) 为 具有 7 个 不 同 实 根 的 E 的 n 次 多 项 式 ,并 


` dP, (E) 
HH PACE) I< 2,8 1g ag: 


Al 表示 A 的 谱 范 数 , 即 4A4 ”的 最 大 特征 值 . 令 ww = Inll A, 7n, 
如 果 它 的 极限 存在 , 记 y = Y(E.v) = limy,. 
4 3 jé(3.4.1) 式 的 解 , 则 从 
Wee? + ye? 


< | A, Tes lv p? e pp we n? 


2 
DE SEES og ,使 得 : 
gem, Ro» o, 
greet”, n—-- oc, 
值得 注意 的 是 ,如 果 解 o 使 得 : 
pe Init, ln l> o,a >Ù, 


那么 ,所 有 其 他 的 解 yw 的 性 态 为 ， 


Pre t, | a | oo, 


B W[o.4] = const. 由 此 得 : 


yCE,v) = a. 
2. Pj SA 35 48 BK Schodinger 方程 
下 面 简单 地 介绍 势 为 周期 的 情形 .这 时 有 vp £58 oll. 


n= kp +m, Os ms p, 
RMA : 

M" ud 

1 =A, | 

L gs P 


wheter... VERISIGN. 
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[qn] 
= A,, At (3.4.5) 
a 
可 得 如 下 三 种 情形 ，: 
rA 
(1) | trA,CE) | 2, Wf? YE dEGB £638 p PE PC AP = | à H dE 
取 初 值 : 
pı] [1 
W 7 pial. (3.4.6) 
ERA , 
È 
be et 
» 1 L ant dn 
[aF 1 
| A | A 
pit ES 
CAM H 
DT 
= ACA, ; 
d 
这 里 ,rm fin nmm. 
同样 ,选取 : 
yy | 1 
ME un 
Xu. 
n = avan P]. (3.4.7) 
L D T1 


(a) PHA. A = ea c nn, A trA,(F) = 2cosa , f, , p, Æ Bloch W. E 
在 最 多 为 p 个 的 “稳定 区 间 "” 之 一 中 ,并 且 YCE) = 0. 
(b) MER. AIG LA 1 D> 1. 这 时 | trA,(F) | > 2, 
w= Ally, em Fla, 
A 5..o, 是 周期 为 p HPP Y(E) = In1 A H 7p. E Eh RE” h, 


of NL oe - ce sed. STARE. 
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l a 
(2) MUR. 这 时 存在 丁 矩 阵 U, iÈ U AU = lo |a 关 0. 分 别 取 初 


fü: 
$i i Vh Q 
H 四 ' M Hi 
则 可 得 : 
d - A, Hi (3.4.8) 
9, Po. 
A 
ini - «CHIP a, Wi (3.4.9) 
- Pn P fn t Wo 


我 们 有 yE) = 0,E 是 稳定 区 间 的 边界 点 . 
(3) A,CE) =+ 1, 则 对 任何 初 值 都 有 : 


Pari V, 
| EZS] | 《3.4.10) 
Pn Po 


3.4.2  Schódinger A-F 853 BEN HE 


E 是 一 个 " 禁 队 ”的 闭 包 . 


1. Schédinger X -F 85 i 
对 于 非 周期 势 1y,1 的 情形 ,通过 谱 的 研究 ,确定 (3.4.1) 式 的 解 的 物理 性 
令 : 
P(E) = le Mi d, 1 «X o0i-., (3.4.11) 
HRB f 


< p,p >= > Pn bn 


是 Hilbert 空间 .对 9 € HERF H EH.: 
(Hy), = Pn -1 + Patt + Valen > 
A410 R.H y = Ey RAB ICE SESEMCT- Rly) RAR AH 


:| 
{HOARD 2 I X 
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谱 集 是 : 
CH) = IE:E - H ARRISE&(CE - H) ! XR] 
={E:¢ € HEE - Wo = yy 在 六 无 唯一 和解 |. (3.4.12) 
ECH) 是 RR 中 的 非 空 逆 集 .在 周期 势 的 情形 . 它 是 一 些 稳定 闭 区 间 的 并 集 , 即 ; 
JEER: | trA,CE) 1x: 2]. 
ARE € ECOHDEH E CCH) HRSA BA E dé HI 的 特征 值 , 即 存 在 0 
X oc 六, 使 得 : 


Ho= Ep, 
相应 的 gp 称 为 特征 向 量 . CCHO 的 子 集 CCH) = IE:E EH 的 特征 值 | 称 为 
AGG. CCA) = [E € CCA): E ECH) 的 非 孤 立 点 | 称 为 五 的 本 性 谱 ， 
如 果 H 的 特征 向 量 形成 多 的 一 组 基 , 那 么 H 有 纯 点 谱 ,这 时 ， 

ECH) = £j CH). (3.4.13) 
41g 7 L9» HE BR Rel oi 张 成 的 子 空间 ,3 = AL REGE, 
在 ACP ATE SERE. RR = 101 RU S ER ET HUNG ES OO 101,38 
AH AALS UE ELH ly EREBHESERSLH EH Lu) = COH 2 O5, 


MA dim, = e» (25 2€ + 101). 现 在, 我 们 有 : 
H= H, BH, (3.4.14) 
ECH) = &GCOHO U 6.0). (3.4.15) 
如 果 HAA H 可 作 分 解 : 
H= >, EP, 


Fe pH) 
这 里 ， 
Pg = Py = Px. 
Pr Pe = SBE,‘ Pes 
™ 


EE pH 
TRUA BeOS. AE 是非 退 化 的 特征 值 ,w 是 其 特征 向 量 , 则 Pp = 
(<g¢,g@>l BA ll gll — 1; UR E GBAEBS BEA P — S) 1< pup >}, 


He = Ep i 
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[E < ¢g’,¢ >= 4,,,. 
如 果 万 有 连续 谱 , 令 : 


PP = >) EPr, (3.4.16) 
becom 
则 P 是 在 of 上 的 正 交 射影 ,而 且 
P, = id 7 Pp? (3.4.17) 


是 在 # 上 的 射影 . 
2. Schédinger $ -F 3553 aud E 
4 ARR EBI—- UC 8), uds E BEL; 
l, E a c a, 
Xa Cx) = 1 0, 当 " & A. (3.4.18) 
BIR: 
yal E) = yal E) = yal EY, 
WAGA IORRO AIDAT UES., 
Yal H) = ya H)* = yal H) = PA). 
容易 验证 : 
P(A)H = H P(A), 
MMP AAR HM -SREFS I, HAYAN CCH) = Set, PCH 
= {0}. 
4P((E)-P((-9»,E]), MRE, <E., BA, RNA: 
P(E) - PCE.) = P(E, E-D) Z0, 
WW, PE. FRE MEF COW) 的 及 上 的 射影 值 测 
Br. 
dP(E) —P(CE + dE) - PCE) 
—-PGE,E + dEl). 


并 且 一 般 的 谱 分 解 写 为 H = |EdP(E). 
于 是 ,对 任意 4 CAR H MRM FM SOD = H,e™ e PD, 
< e fUDe >=] fd <p Pane > 


- ]ranel PCE) 7. (3.4.19) 
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We tE)= | PCE) gl we E RB ERE LTEE X. RE PR y HE 
du, (E). MES p € XC IBA, 


P(E) $= >) < e P. > p, |p? || =, (3.4.20) 
EF 
IPCE elle = Soi < e 7,5» I7, (3.4.23) 
EAE 
以 fei RRMA DARANE, S.: 
a, = > l < e.g > 12, (3.4.22) 
这 时 ， | 
| PCE) gl? = Sa, CE - e). (3.4.23) 
这 里 OE- d UR QE 
0, 如 果 e, > E' 
dl PCE)g ll? = Sia, 8CE - e) dE. (3.4.24) 


TA, € A, UA E AX 24 dil PCEO o 1? 是 离散 的 . 类 伏地 , 可 以 得 到 
d | P(E)y I? RER, SHARH o € H .JEB | RE Ib X. 分 解 为 绝对 
过 续 和 奇异 连续 的 直 和 来 考虑 测度 的 奇异 连续 及 绝对 连续 [34 20 


3.4.3 AGRA 


l. 结合 代 接 的 迹 多 项 式 和 和 迹 映 射 
对 于 代 换 序列 的 离散 Schodinger 算 子 谱 的 研究 ,结合 代 换 (自由 群 的 自 同 
T) 的 迹 上 映射 是 一 个 强 有 力 的 工具 ,例如 参考 文献 [27] 一 {136]. 
$ A,B € SL,(C), 由 Cayley - Hamilton 定理 ,有 : 
~(rAA-— 1, (3.4.25) 
p 
AB + BA = (GrB) A + GrA)B + trAB — iA tr B, (3.4.26) 
TE, ic 
x= uA,y = trB,s = AB, 
那么 ,如 果 M 是 一 些 A,B 矩阵 的 丑 积 , 则 有 整 系数 多 项 式 Pi, Pa, Pa, PaE 
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Z[z,yy*z], 使 得 : 
M = Pilrig A + Ptr yzIB+ Pi(r, y z)AB + Pax, yz). 
(3.4.27) 
特别 地 ,trM € Z[x.v.x]. 
4 cy c la.bi BFR FRAC RIN AHR. S od Bl 
SL;(C) GE SL;OR 的 同 态 : 
pla) = A, lb) = BE SL(C), 


# Bid: 


Tilo) =Ctrela),tre(b),trele)) 
—(r.y.x). (3.4,28) 
那么 ,由 (3.4.27) R F w €. uw, TETTE Pur yos) € Zir, y, z], ee: 
tre(w) = PLOT CQ). (3.4.29) 


我 们 把 P. KAW w 的 迹 包 项 式 . 
Soke YH TARR .他 上 的 一 个 代 换 ) BPARARH po HE 
F 3| SL: (C) 的 同 态 . 于 是 ,再 由 (3.4.28) 式 可 得 : 
Tip. a) = Ctrelelad),tre(e(b)),welel(ab))). 
注意 到 o(a)a(5) = otab), 即 是 推出 : 
Tige s) = OP yale ye), Pay Cr vt), Po (tr, ye)) 
=@,(T(@)), 
这 里 更 .ECZ[zry,x])2 称 为 结合 代 换 (结合 自由 群 的 自 同 态 )c 的 迹 上 映射 . 
例 3.4.1 o 是 Fibonacci RRNA, 
trg(e(a)) =tre(ab) — z, 
trg(s( 50) =trela) = x, 
tre(alab)) =trelaba) 
u(g(a)Ytrg(5) 
u(trg(a) — 19g(5)) 
=trlag(ab) ~ p(b)) 


= XT y, 


ll 


Bn: 


P, = (rz.r.xzo— y). 


aipate.. isi BS 
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例 3.4.2 o Æ Thue- Morse fii, WA: 
$B, =(fzyzyzz+ ryz — 2). 
2. imp 6g XE CEGHEUR 
Xt BR E RS — EE XE AR PE AF 
(1) 如 果 c,» 都 是 FRBSE, WA, 
$,, = B, D. (3.4.30) 
特别 地 ,再 = p EE Schodinger 算 子 的 谱 的 确定 中 扮演 重要 的 角色 ， 
(2) 如 果 o Rape!) ,那么 o, 的 Jacobi TTR dew’, =+ 1. 
(3) 对 于 w € F, Paas = P, * D, igma. 
(4) 如 果 o, c 都 是 7 BS BCT) ,那么 下 述 条 件 是 等 价 的 ， 
(a) D, 一 di 
(b) M, =+ M, XE M, = (l ofa) Ig -1o(a) 1s D. ge a 
(c) dw € FEE cla) = wa(a)w rb) = wa(b)w ', S r(a) = 
woela) 'w'',r(b) = walb) lw !. 
3. BH SRR 
我 们 对 作为 代数 自 同 态 的 迹 映 射 进行 如 下 讨论 621. 令 : 
A(x.y.z) =det(pladelb) — elbjela)) 
=z? + yt z? rye - 4. (3.4.31) 
RATES! ERE pla) 和 e CO) 有 公共 特征 方向 , 当 且 仅 当 4(x,y,z) = 
0. 又 因为 gta) 和 和 q(t58) 有 公共 特征 方向 ,可 推出 gola) Repl EAHA 
征 方 向 ,从 而 存在 Q, € ZLx,y,x], 使 得 : 


Ac ,= QA. (3.4.32) 
我 们 称 4 为 迹 映 射 的 木 栾 因子 ,而 县 : 
£Q-—i(r,vy.z)€ C. A(r.v.z) = 0l (3.4.33) 


是 oo, PETZ C e. 
关于 不 变 因 子 及 Q ,有 如 下 结果 : 
(1) Q, = 1,4 A124 o WR. 
(2) Q, — 0, 5HR H o REA MAME w C 多 ,使 得 ola) = 


PM ` fl. 
E xw T we 
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Ww GD) = w^",m,n € Z). 
(3) Q,(26,29, 229) = (det M,)^ , 3X IB. &£,9 =l. 
0, 如 果 dec M, A, 
1. We det M, 为 奇 . 
(5) $,(0,0,0) = (0,0,0), HARM det M, 为 奇数 . 
o, YE O E8939 7j EX 9] Ss c RÀ [ 36], [37]. 
AF BER e ih] PP NEU d y SEX HE RU UL 3 个 字母 为 例 , 令 : 


(4) Q,(0,0,0) -4 


X = (rj xristi Y = (yiya Ya)» 
ER 
P(X, Y) =X- Y -rrr 
QCX, Y) SX- X+Y.- Y 
T 1 F243 — TIY332 T 了 27331 + 913233 — 4- 
ic: 


A(X,Y,2) = 22 - P(X, Y)z + QUX, Y). (3.4.34) 
HA, SRIK: 
X = (trA,,trA),uwA3), 
Y = (trAzAq,trA,Aa.trA;A2), 
z = TAA A3, (3.4.35) 
BA: 
ALX, Y, z) =0. (3.4.36) 
现在 取代 数 流 形 V =X, Y.) € CA = 01,88 L0 6 a,b, 
c) 生成 的 自由 群 多 的 自 同 态 ( 或 YY 3 IRR), WEE RR V 
到 V KARAM DS, (Ei Tle es) = D, Te), cB 9 X. 到 SL (C) 的 
iE 
AE, n 元 代 换 的 迹 映 射 的 独立 变量 个 数 是 3n 一 309961 
关于 高 阶 和 矩阵 的 迹 映 射 , 可 参考 文献 [35] . 
BÍ 3.4-3 Fibonacci $É: ®©, = (2.7.72 — y), RO Ge = (r.i yum). 
对 于 A,CE) = Tayt To A tA, (E) = r, FR, 
CR pti se Pets aai) = Gur ns zu) 


= (2, pty syn — ya. 


ik ic 0 imewribud 
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从 而 
Tat) — Eg — Trin |) 7 Ya 1 
S Fn 444 7 Bn 235 

El A I EL Jg = lx =E- Yai ti 一 E- vh. 

对 于 势 由 代 近 序列 确定 的 Schddinger 9E T- H, RMA: 

KDC N Ua, 

REA SE: Prao lE) = 2 在 多 数 较 好 的 条 件 下 ,上 趟 的 包含 符 导 正好 是 
SE. 

在 确定 日 的 谱 的 Lebhesgue 测 度 等 问题 上 g fü sip pi B] 81 HL 


由 p, 各 分 量 的 首 项 35] 来 确定 .例如 ,以 更 表示 ve 的 编 简 迹 映射 , 则 有 ， 


B, = (2,2,22 — y), o, = (z,cr.rz)i 
®, = (z,z,ryr— ry +2), P, = (zz, zyz). 
XTERRA m SERE: 
We = ayaa, € of ra, € OW y RAR aar aa P ab 出 现 的 个 
RIA Por yz) BEND rieu Ty ma tur. 


3.4.4 FFARR 


用 缩 简 的 迹 映 射 可 以 证 明 !?81 , 对 非常 长 本 原 代 换 LISTE B0 3 TEL IR ERANT 
中 变量 x ,y,z 的 指数 低 阵 含有 本 原子 矩阵 块 , 则 它 的 代 接 链 的 能 谱 是 奇异 连 
续 的 ,并 且 其 Lebesgue WEKE. 

1l. Fibonacci # - 

(12 ECR) = (EHP) (Eas, BRI = nOD 

(2) E:w = 0) =0,VE€E ECHD. 

(3) ¢(H) E Lebesgue 测度 为 零 的 Cantor 集 ,其 谱 测 度 也 是 奇异 连续 的 . 

2. Toeplitz 代 接 链 :a -一 ah,b— aa. 

(1) E(H) = [E:y(E) = 0} = £. (H); 

(2) o( H) 是 Lebesgue 测度 为 零 的 Cantor $ ,其 谱 测 度 也 是 奇异 连续 的 . 

3. Thue - Morse $£. o( H) Æ Lebesgue 测度 为 零 的 Cantor 集 ,并且 其 谱 
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测度 是 奇异 连续 的 .但 对 Rudin ~ Shapiro 链 , 则 所 知 甚 消 ， 
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第 四 章 
分 形 空间 


4.1 预备 知识 


与 分 形 几 何 理论 有 关 的 数学 问题 的 研究 已 有 很 长 的 亡 
c, a 36 SH SJ Cantor 和 Weierstrass 等 著名 数学 家 的 有 关 
THE. 本 世纪 20 年 代 末 ， 分 形 几 何在 物理 和 情 导 处 理 领 域 
中 获得 重要 应 用 ， 更 促使 其 快速 发 展 . 1967 年 ， 美 籍 科学 
XB. B. Mandelbrot 在 美国 《科学 》 林 志 上 发 表 “ 英 国 的 海 
岸 线 有 多 长 ?” 的 著名 论文 ， 并 且 在 1977 年 和 1982 FRE 
著作 "Fractal: Form, Chance and Dimension” 和 “The 
Fractal Geometry of Nature”!.: ,他 的 成 果 获 得 美国 科学 太 奖 
活 尔 夫 奖 .他 的 新 思想 和 创造 性 工作 为 分 形 几 何 的 研究 开辟 
了 新 方向 ， 成 为 现代 分 形 学 研究 的 开端 .现代 分 形 学 (简称 
ARES) 的 生存 和 发 展 与 计算 机 科学 是 分 不 开 的 ， 这 也 是 
它 与 经 典 分 形 几 何 的 重要 区 别 之 一 . 

我 们 首先 描述 分 形 集 (或 分 形 图 形 ) 的 一 些 监 型 性 质 ， 
这 些 性 质 在 第 一 章 中 是 通过 对 Koch 曲线 特性 的 分 析 得 到 
的 . 

设 下 为 这 样 的 集合 ， 它 的 局 部 性 质 与 整体 性 质 都 具有 
相当 的 复 获 性 ， 不 适宜 或 不 能 用 传统 的 几何 与 分 析 工 具 来 刻 
画 和 研究 ， 而 需要 作为 分 形 学 的 研究 对 象 ， 也 就 是 说 ， 现 代 
分 形 学 的 研究 对 象 已 超越 传统 数学 的 研究 对 象 、 也 远 远 超越 
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传统 数学 的 观念、 规律 和 方法 .这 种 下 的 结构 的 复杂 性 主要 体现 在 以 下 儿 
个 方面 : 

(1) 下 上 有 具有“ 细 ” 结 构 ， 亦 即 下 的 特性 包含 在 它 的 任意 小 的 细 分 之 中 . 

(2) 天 不 再 有 和 经典 的 导数 ， 而 且 它 的 不 可 微 性 质 不 随 其 无 限 小 细 分 而 
消失 ， 

(3) 下 的 量度 (KE, ME., 体积 等 ) 在 传统 尺度 (如 Lebesgue 测度 ) 
下 成 为 平庸 情形 (SR), AMARA EA RIE (An Hausdorff 测度 、 
Packing 测度 、Bouligand 测度 等 ) 之 下 却 有 新 的 意义 . 由 这 些 特 定 尺度 产 生 
B9 “BSE” RAAF 的 重要 工具 之 一 . 

(4) 下 的 生成 上 内 有 某 种 可 订 循 的 规律 ， 可 能 是 近似 的 或 是 统计 的 ， 侧 
W, FAA AREE, RAA AIEA, RPP RRR SRS 
时 方式 产生 . 

这 几 个 方面 在 一 定 程 度 上 刻画 了 分 形 集 的 特性 . 

本 章 介 绍 以 下 几 个 方面 : 预备 知识 ; 分 形 空 间 的 性 质 及 其 中 的 变换 ; 
Gibbs - Butzer 导数 ; AA zs n] 5s xk (C p CR IFS; 分 形 空间 中 的 分 形 维 数 
等 . 


4.1.1 局 部 紧 群 与 局 部 域 


1. AREA 

作为 预备 知识 ， 我 们 首先 介绍 有 关 局 部 紧 Vilenkin 群 的 概念 ， 

这 里 所 说 的 局 部 紧 群 GG， 是 措 具 有 非 平凡 、 非 散 拓扑 结构 的 、 全 不 连 
通 的 局 部 紧 拓扑 群 ， 简称 G AAS MG. 具体 地 说 ; 

定义 4.1.1 设 避 为 局 部 紧 Abel 群 ,满足 如 下 条 件 :GG 包含 一 个 严格 递 
减 的 . 开 的 紧 子 群 序列 Go ,使 得 : 

0 UG =68 A G, = (0 

(42 x; M = supiorder(G, /Gon € Z} < co, 
By UA REBH MERIR G 是 具有 非 平凡 ERS A SHS 
维 局 部 紧 拓 扑 群 ,我 们 称 其 为 Vilenkin 8E. 


次 所 周知 的 Walsh BM ss d — 7p dE SEHR SE ALTE BEE SRP RAS 
R? 以 全 渐 型 反扑 , 则 得 到 一 个 Vilenkin # G = Rt. RSF OR GHEE 
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££ [0,00) ,其 中 元 素 具 有 "加 法 ”运算 “+”, 即 : 
x (y = Cx, + y,mod 2), (4.1.1) 
G 的 零 元 0 E G 有 基本 邻 域 滤 系 B= | 级 :RE ZI 其中: 
ZA = I» E Giy = (yezett), »€ 10,11, € Zj, 
(4.1.2) 
于 是 , 女 构 成 一 个 局 部 紧 Vilenkin BEX (0,09) 上 的 另 一 种 拓扑 结构 , 它 完 
全 不 同 于 作为 1 维 欧 氏 空 间 的 R 上 的 通常 e — SB BRE fh if] Walsh pH 3& IE e 
此 G 的 特征 群 (特征 群 的 定义 见 下 面 的 定义 4.1.3). 
2. 局 部 域 
另 一 个 重要 特例 是 局 部 域 KK ,包括 p -RER p -adic 数 域 以 及 它们 的 
有 限 代 数 扩张 . 
定义 4.1.2 若 KK 为 局 部 紧 、 非 平 几 . 非 散 .全 不 连通 的 拓扑 域 , 下 中 的 元 
a FURR IE Archimed 范 数 | x 1, 满足 : 
GO | x 1= 0 当 且 仅 当 x —0,Óxx B r = 0E G 的 学 元 ; 


Gitaeyl=lxcil yd; 


Gi) r + yig maxi ei,tylt, 
就 称 下 为 局 部 域 .KK 的 生成 元 BE 天 满足 181= d71, 这 里 9 = p', 记 为 素数 ， 
c zm 1 为 整数 .KK 中 的 单位 球 
D=j2€ K:lrl<ij 
是 K WBA, ES 
ix EK: lr ig} 
是 D 中 唯一 的 极 大 理想 ;集合 
le E K:lrigg t}, bCci-,-2,-1,0,1.2,771 
E D 中 的 分 数理 想 ; 而 
»ytix€K:lxizq 
Æ D PU y 为 中 心 . 以 q7* HEE ERU! 
对 于 具有 加 法 运算 (4.1.1) RAY RACER (4.1.2) 式 的 集合 G = 
(0,09), 442% G — 10| EAR: 
my = (ray + TY mod g), (4.1.32 


M G 就 构成 一 个 局 部 域 . 
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3. 局 部 紧 群 上 的 测度 

对 于 一 般 的 局 部 紧 Vilenkin 群 6G, 根据 其 上 Haar 测度 的 存在 性 ,可 设 p 
G 上 的 Haar 测度 ,满足 (Go) = 1 与 py(G.) = m, n € Z. ETE DIR ET] 
假设 r, = order Ga Gnr C M(G, Gne ARR, W mua = e ma -对 于 
zE GAETA: 


£ = Erp t+ Epal t Ut, ne Z, 
EP r, E G \ Gaj = nsn tl, BA t, 50.8] | z1— m, '!. 
定义 4.1.3 ROAR G 上 的 有 界 乘 法 函数 所 成 的 集合 ,# Cr, 
£: G- C, WEE) C |zEC:|Iz|1= LL,JEHOT 6,9 € DH 
(£,r +y) (Er) +t (8.9), r.y EG, 
(£t gr) = CE,x) + (gx), rev € G, 
Mr AG KHER. H DIIonrparuag Xf SE EH, 34 CARMEN rE 
SBR A i GARR RY. RIE, 2) d yelar). 
G, 的 “ 零 化 子 " 定义 为 
Pr, = JEE Piysle) = 1,V2 EG}, 
FLT. 。 成 为 了 的 一 个 严格 递增 的 . 开 的 紧 子 群 序 列 ,满足 : 
O ÜUrn-r frst 
这 里 了 是 群 卫 的 单位 元 ， 
Cidorder{ D, AD) order ( G, Gaat). 
D EM) Haar lll Eig a, BGR EB E ACD = ef Ge) = 15A) 
= (2(G,)) ! 2 m,n C Z. ST £c rap SW. 
ES £^ E qn, n € Z, 
PEED AD oS non tl, AA 8,520,018 1— m,. 
如 前 所 述 ,2 进 Walsh Rl w,(rdiz,y € 其 实 就 是 群 


G = fa = $Ig27ix € (011,42, 50,5 € Z] (4.1.4) 


的 特征 群 . 
关于 局 部 紧 群 上 调和 分 析 的 系统 研究 所 获得 的 成 果 :3 3, 不公 体现 了 人 
们 向 Vilenkin 8E E. p 一 进 分 析 这 个 这 然 不 同 于 经 典 分 析 的 数学 分 支 开 拓 的 思 


3 
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想 , 而 且 预 示 了 一 大 处 理 全 断 型 问题 的 方法 与 技巧 ,从 而 打开 了 用 局 部 紧 群 的 
观点 来 处 理 分形 几 何 的 一 条 通路 . 


4.1.2 初等 拓扑 的 预备 知识 


还 需要 一 些 初 等 折 扑 和 泛 画 分 析 的 预备 知识 .尽管 其 中 许多 知识 读者 都 
很 熟悉 ,但 为 了 方便 起 见 ,我 们 仍然 列 出 来 .备查 几 . 

3EX4.1.4 ” 设 义 为 一 集合 ,其 中 的 元 素 记 为 xz,y,z,"…. 若 任意 两 元 素 
r.y 所 六 者 对 应 于 一 非 负 实数 , 记 为 dri uo WE: 

G) d(r,y)-0€ r= y; 

(ii) d(z.y) = dy, x); 

(ni) d(r,y) t d(r,z) + dlz,x), 

则 称 d AX EBUEBESQEERKCOX 40 为 距离 空间 . 

ÆN 4.1.5 WE(OX.d) 为 距离 空间 . 称 了 为 连通 空间 ,车 OX PAE 
AM FRR X RS SSRO.X 的 子 集 A CX RAE, HAL) TR 
A OX d) 的 子 空 间 时 ,(4,d) 是 连 道 空间 . 

等 价 地 ,(X,a2) 称 为 连通 空间 , 若 不 存在 X 的 一 对 非 空 开 集 G 与 日 ,使 得 
Gl)H-x.cf()H-2GQ. 

定义 4.1.6 W(X,d) 为 距离 空间 . 称 X ASRS ,或 称 为 全 断 
空间 ,车 X 中 的 非 空 连通 子 集 仅 由 其 单 点 集 组 成 . 

ON d) 中 存在 一 个 邻 域 滤 系 基 A = {1B.!, 其 中 每 个 B, 都 是 既 开 又 于 
B3, M ERCX. d) 为 零 维 空间 . 

定义 4.1.7 ROX, d) 为 距离 空间 . 称 X 的 子 集 4 为 局 部 连通 集 , 若 对 
任意 的 r € 4 ,者 存在 * 的 连通 分 域 滤 系 基 . 

THEA 称 为 上 路标 连通 的 ,车 对 于 任 一 对 rey € 4 ,存在 一 个 连续 映射 p. 
[0.1] 一 入 ,使 得 f(0) = x. fl) = y, 并 称 /为 连结 x 与 y 的 路 径 . 车 及 不 
是 路 径 连 通 的 ,就 称 它 为 路 径 不 连通 . 

定义 4.1.8 B(X. d) ARSE ATR A 为 路 径 连 通 的 ,上 且 对 子 任 
一 对 r,y € AUR x, y 的 任 一 对 满足 : 

f,(0) = fa = x, fill) = AD = » 
的 连续 映射 /,, fo. TE TELO. 1] x [0,1] 一 A BOXESZEREBI p (sc). (848. 
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g(s,0) = fils), Ossi, 


g(s,1) = fas), Os 1, 
jeu =e Qael, 
gii, t) = y, Osxcrcl, 


则 区 点 zz 与 点 y 是 单 连通 的 ;车 A CP FEE PE UNE E BP ug pg KOA JE dno 
的 .车 A 不 是 单 连通 的 , 则 称 其 为 复 连 通 的 . 

定义 4.1.9 — U(X.d) 为 完备 距离 空间 ., 称 为 紧 空 间 , 若 X 揭 任 一 开 
LE JEUSEPEE 2:303 4 ua HIU, elnan 

X 的 子 集 4 BOURSE (Ad) AX, d) 的 子 空间 是 一 个 紧 空间 ， 

E XX 的 每 一 点 都 有 紧 闭 包 邻 域 , 则 称 X 为 局 部 紧 空 间 . 局 部 紧 子 集 可 仿 
RETRE MME. 

其 他 有 关 预 备 知识 ,将 在 需要 的 时 候补 充 . 


4.2 分 形 空 间 的 性 质 及 其 中 的 变换 


本 节 及 以 后 各 节 中 ,我 们 以 (R" .2) SOK.d) 两 个 基本 的 完备 距离 空间 
为 出 发 点 ,这 里 R" 与 KK 分 别 为 = 维 欧 氏 空 间 与 局 部 域 , (Ra d) 30K d) 中 
的 过 分 别 为 = 维 欧 氏 室 间 与 局 部 域 上 的 距离 . 


4.2.1 分 形 室 间 


3EX4.2.1 设 (X,d) 为 完备 距离 空间 . 记 ; 
HX) = LA C X:A 2g X BERE ER |, (4.2.1) 
并 约定 OO & CX). 
对 于 任意 一 点 x CX 与 任 一 集 B C X) iE: 
d(x,B) = minidla,y):y € Bl, (4.2.2) 
RRA x 到 B 的 距离 . 
对 任意 一 对 和 集合 ALB c NT XD Lio: 
d(A,B) = maxid(x,B):x € Al, (4.2.3) 
不 难 验 证 : 


H - boa Mr PESEE TE, TEREA 
kiekie. 1 O rupiai 
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ACA,B) = max!d(A,B),d(B,A)t (4.2.4) 
WIE X4 1.4 中 距离 的 三 个 条 件 , 我 们 称 ACA, BR) Dg ALB € ATX) 
Hausdorff EB E , JE-ER (XC XD A) 为 Fractal 空间 . 
更 一 般 地 ,我 们 定义 : 
定义 4.2.2 (X,d) 为 完备 距离 空间 . id 
FAX) = 4A CCX:A 为 六 MRE TR, (4.2.1) 
FAE ( & Y XX). 
对 于 任 一 点 + € X SERB € W(X), ic: 
d(x, B) = infld(z,viiy € Bl, (4.2.2) 
称 其 为 x 到 8B 的 距离 . 
SFB ALB € XX), iE: 
d(A,B) = supid(x,B):xr € Al, (4.2.3) 
我 们 称 
ACA,B) = maxid(A.B),d(B,A)} (4.2.4) 
JH A.B € Y XX) BI X Hausdorff EE E J RLS AUX), h) ASO X. Fractal 
空间 . 
例 4.2.1 Æ(R,d) FR d(z,y) =l xz- yt, Wl; 
A(R) = lACR:A HR 的 紧 子 集 |. 
由 (4.2.2) 式 与 [4.2.3) REX dCAL B) 与 4(B,A), 并 按 (4.2.4) 式 定义 
ACA, B), Am sS] REA Fractal = CAR), h). 
由 实 变 函数 的 知识 ,Cantor SAEN TAR), 2. 
AS AUR, OT ESL COR) A). 
例 4.2.2  fE(K,.ad) P, diry) =: 7-5 1S: 
Ilal-lytt, Sa ll yl, 
d(zx,y) = 4! yl, lel=tyl,ewey, (4.2.5) 
0, 
Be | K 上 的 非 阿 基 米 德 赋值 , 则 : 
KCK) = JACK: AK BIET I. 
我 们 可 证 明 :(4.2.5) 式 中 的 d EK EWEA, HEAK, d d) 成 为 完备 


z= y. 


E EET TUE 
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距离 空间 .于 是 由 (4.2.2) 式 与 (4,2.3}) 式 定 久 d(AA,B) 与 d(B,A), 并 按 (4， 
2.4) shee X. (A,B), 从 而 得 到 K 上 的 Fractal 空间 ( WOK) AY. 
类 位 地 可 得 K EWS X Fractal FELY ATK), A). 


我 们 可 以 在 Fractal SEC ACK),A) 中 构造 Cantor WE. 
EK Ap- RR p 为 素数 . 令 : 


ty = BN (M n). (4.2.6) 
其 中 ， 
Vi = BU 2A + g)U-- U (Cr - 208" an), 
V, = (B+ BYU (P + 28+ BU 
U (8° «(o - Dp + BYU (4.2.7) 
图 4.2.1 是 当 p = 5 时 局 部 域 中 的 cU 的 结构 ,不 难 由 此 图 得 到 of, 的 图 ， 


图 4.2.1 p= 5 时 局 部 域 中 d 的 结构 


4.2.2 基本 空间 中 的 变换 


在 分 形 几 何 的 研究 中 ,各 种 变换 (或 映射 ) 起 着 重要 作用 . 本 节 讨 论 今后 
经 常 过 到 的 几 种 变换 ,并 讨论 它们 的 一 些 性 质 . 


Sad teks pte B. 
ETT ee ete Soe 
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3EX4.2.3 WX dy) SCY dy) HATHA RSA ,我 们 称 X BY 
的 对 应 关系 Xo YR PR Ret CNL AHEM ye YS 
之 对 应 , 记 为 y= f(x). 

RFX RPS, RE FCS) = ty © Yi:iy = f(x),x € XIASHE 
集 . 

车 fx) = f(xi MA x, = xz, MERES 是 一 一 对 应 的 . 

& f(S) = S, 则 称 rdés pm. 

G SER — AM RAR EM we PR Retin po! 
EUR AT BY) BES BL A RR PAE YY USAR BEG 

1. RP RAM RR 

(OR! 情形 . 

仿 射 变换 f: 及 一 及 ， 

fle) = 4 十 而 ， a.bCRAWE. 

3j a = 1 时, 称 为 平移 变换 ; 当 & = 0 时 , 称 为 线性 变换 . 

此 变换 把 R 中 的 区 间 [0,1] BRA KEN le | 的 区 闻 CI) AAHS 
Hb, BMA a +b. 

多 项 式 变换 f:R 一 R， 

fix) = ag t ayx t on t ax, 

agaia saa € RHE, a, FO. 

线性 分 式 变换 (Mabius "ERO Y:R—R, 


Flr) = E, ad # be. 


AYRE Li c 0, f(— d 7c) = oo, f(99) = a cid c = 0. flo} = oo. 
(2) R! 情形 ， 
2 维 仿 射 变换 wR? — R, 
wx r) = (ax; + bx; ter, t dr; t+ et f), (rr) € RÀ, 
KB a,b,c,d, e, f € R, REAGERER: 


TI a blti 
w= wl |= | IINE 
Lr [^ d T3 


e 
NT (4.2.8) 
f- 
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fa b re] 
这 里 ,A = | 为 2 x2 短 阵 ,t = | | AS PU AL E 
» d Fi 
2 HE at Bh A E IR DU A 
若 把 (ac) Gib, d) MAR POA, AR e deo A: 


a =r,cosé,, c = rang, 
T . m 
b = rzcos{ da + x). d 一 rasin{ #2 + 5) 


则 : 
fa b r casey 一 rsin 
A = | | | (4.2.9) 
c di Lr 1sin£, racosd, 
因此 ,2 维 仿 射 变换 把 2. 轴 旋 转 0, f.r: 轴 旋 转 O. 角 , 然 后 再 平移 到 z. 
我 们 称 2 RG NE By 2 EE Rr = r1 = 72,8, 一 和 二 ;或 者 + = 
ri = r3,01 = 02+ n. APRI 2 E3HÁM EE DU A 时 如 下 形式 : 


| "oso 一 rsing 
A=; ， (4.2.10) 
Lrsin@ reos- 
或 
| rsin€ 
A= | (4.2.11) 
rsinó 一 rcosÜ 


XT (4.2.10) 53529 (4.2. 11) RA A =t 1,6 RE ee TES (4.2. 
10) At + = 1 时 ,变换 称 为 旋转 ; 当 {4.2.11) 中 = 1,0 =0 时 ,变换 称 为 反射 . 
(3) C THE. 
Riemann 曲面 上 的 Mobius 变换 : 
ad Æ bc,z,a,b,0,d € C. 
C ERI XS. 
flr) az? + be +e, a s 0.a.b,c € C. 
C LOR ER :CCC 称 为 解析 的 ,车 对 每 个 志 € C, 存 在 相似 变换 : 
wr) = am ^b, a.b € C. 
这 里 a,b KMF cu tE: 


E — - AENMEME 0:13 


第 四 章 分 形 空间 * 151 : 


difCz),:w(z)) | 
diz, zo) 


OF BD CE BU f HE PR IE SEY JE Ba oh EH A a = 0, 则 称 zo 为 
临界 点 ,zxo) 称 为 临界 值 . 
(4) (X,d) 上 的 变换 集 F. 
€4.24 ik: 
F= if: f BX BX MAR, 
OR AN FEX, d) LE ABR ARR YE Xm "2" CRATER 
复合 fog. 


~ i, Hi z 一 xp. 


(fog) = f(gix2). xe xX, 
iix — x E FAB ie” FRA THRO RHEE. 
如 果 半 群 罗 中 的 每 一 个 元 了 都 存在 逆 元 pC FW 多 为 一 个 群 . 
3EX 4.2.5 ik f € FFARR (APM) Oo” EK — Xin € PLN f 
的 前 s 先 代 ,着 对 任 -- 个 € XV: 
f£" (r= 工 ， 
F” (x) = flex), 


fÜ Cx) = fe PO PCr) = FFE NX). 
车 了 是 1 一 1 映射 ,我 们 称 映射 POX — X.» CPLA Sf Man BR m 
ARS He MAM PRK ME T x 6€ XE 
POM Cr) =F Ma), 
E Pla) = CF) Oe), 


for) Cf") Mer). 
StF OF BUB» EIR, RITA: 
fms fü om gom 
例 4.2.3 f: RR, f (x) —-2z, r€R. 
易 见 ,对 前 % 选 代 我 们 有 :; 
f£" (a) = rf?" (x)-2x,F'" (x) Pr re, f(x) = Ba, 
$|4.2.4 f.R'— Rf(z;x-(2rn.ricmj). 
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f£" (x) —(x,.22), 
FU (x) =r? + 21), 


f” (x) = (40, , 003 + x,y * 2x1), 


$4.2.5 考虑 几何 级 数 : 


X ba" = 6 + ba + ba? + Ba? oe, (4.2.12) 


nad 


HHO<a<1,46>0. 
4 Ig = [0,5], fF f(x) = ax + 6 BB n BIRT, = CID): 
f°" (I) = To, 
f" (Ig) = f, = [6,06 * 4], 


五 的 左 端 点 与 右 端 点 恰好 为 级 数 (4.2.12) 的 部 分 和 : 


4. EN 
1, = Sp-125q]+ n l, 


其 中 s, = M b at, 59 =b ES: 


上 = 


则 我 们 有 : 
fC = [s = |- I- Hh. 


2. 压缩 映射 
定义 4.2.6 MWA /:X— X FEX SE AER BELTS JG] (X La) 中 的 压缩 上 映射 ,车 
存在 常数 ,0< <1, E1: 
dCf(x),f(y) sisd(x,y), ry € X. 
s ERA f WEAF. 8 AL, A See E Gg. 
定义 4.2.7 GER 6X > X ACSA RSAMCX. d) 上 的 映射 , 旦 存在 


ee 
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zee X, {t13 nen = xy ARR ET 为 了 的 不 动 点 . 
用 逐次 逼近 法 可 以 证 明 如 下 定理 . 
定理 4.2.1 (X,d) ARBRE AX -> X 为 其 压 缩 因子 ;的 压 
缩 映 射 , 则 存在 唯一 的 元 rr € XG: 
lim f°" (x) = zy re xX. 
此 r, 就 基 的 不 动 点 . 
证 朋 存在 性 的 证 明 主 要 利 册 不 等 式 ; 
ECF Cr), £F ™ rE s "^" q(0,y "7 Cr)), m,n € P, 
RP m A n = min(m,n), URII R: 
dlx, f ?* (x2) X d(x,F" (3) + dF" (x), £ (x) +. 
+ AEE r), f Cr) 
SQlts4 8 e tsi l dir, fxd) 


< dx, f(2)), 


从 而 ， 


ACP" (a), Pa) sq gm An i 1 Or fx). 


Bt EA ( f?" (xz) LE X "PS Cauchy RS, rh X HES FE nj X0, AR RB r 存在 ,并 且 
出 于 上 是 压缩 映射 , 故 连续 .于 是 我 们 有 : 
fip) = f Clim f?^(x)) 


一 lim f Ont De ry = ry. 


唯一 性 的 证 明 是 由 公式 : 

d(x,.v,) = adf rh fé) Ss d(x, yj) 
RO<s <1 HH, 

FEM4.2.8 FRR ww : 久 一 为 完备 距离 空间 (X,d) 上 的 N 个 压缩 
映射 ,压缩 因子 为 san = 12,77, NLIS uin = 12,5  N DM 4 3k dS 
BRUN CIFS),3EER s = max sarn = 1,2,--,N} cu IFS HERAT. 

ET IFE BC WX) Re MIPS PRE w, B.n-1,2,, 
N 的 并 : 


wth) = Uw, C2, 
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PR, wB) SHOX) .此 上 映射 wA K) 一 CX) RB BE CAC) A) 中 
具有 压缩 因子 s 的 压缩 映射 ,也 就 是 有 : 
A(w(B),w(C)) < shk(B,C), B,C € XX). 
可 以 证 明 , w 的 唯一 的 不 动 点 A C ALX) 由 
A = w(A) = D) us CAD 
确定 ， 而 且 满足 : 
A = limse?" (B), B C A(X). 
3EX4.2.9 ”我 们 称 上 述 不 动 点 A AB IFS 的 吸引 子 . 
例 4.2.6 WX = R, IR. wi wa; GERE ,其 中 : 


my = T, wa = 37 + 3" 


则 w(B) = LJ w,OD,B € A(R) ,为 县 有 压缩 因子 。 = 1 /3 的 压缩 映射 
车 取 B = [0,1], 则 : 
B, = w°"(B), n= 1,2, 
便 是 Canror 集 的 构造 中 第 = 次 取出 的 区 间 . 不 难 证 明 , lim B, = A 就 是 经 典 的 
Cantor # . 进击 ,还 可 得 到 : 


_1 1 2| 
a= 3a U [5444], 
其 中 rA = jryiy CAL, Ate = jytr:y& AI. 


3. 几 个 定理 

在 结束 本 节 之 前 ,我 们 给 出 几 个 有 用 的 定理 . 

定理 4.2.2 WCX.d) 为 完备 距离 空间 ,f/f: 基 ~ 和 为 连续 映射 ,序列 
Ix, [C X RAE] e © XN: 

lim f(z,) = f(x). 

定理 4.2.3 R(X di) (Xd) 为 两 个 完备 距离 空间 , :XI -> XN 
RR. AE C WX) HREM FE > X 为 一 致 连续 的 .也 就 是 说 ,对 任 
一 上 >0, 存 在 3= Se) > 0, d riy) < OWA: 

dab flr). Fy <e, xr.y € E. 


edd rst Pul rai aiet FEE 
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定理 4.2.4 R(X ,,.d)),0X2,d2),0X3,d,)) 为 三 个 完备 距离 空间 ,: 
X, x X,-+ Xà 为 满 是 下 述 条 件 的 映射 :对 任 一 > 0, 存 在 > 0, 使 得 : 

(O diri vi «8 MA dal lrir) FY) eriyv EX, 
r€ Xa; 

Gi) do(z2.90) < 8 MB dal Fyrra) fli YI) esr € Xy, 
z252 € Xs, 
则 在 距离 空间 (XX x X,d) 上 连续 ,这 里 ， 

d(CGr, xu san) ) = max(dy Crp ydo dari y3? ). 

定理 4.2.5 W(X d). (Xd 为 完备 距离 空间 ,又 设 乘积 空间 为 
(X,d) = (Xx Xs, d) ,这 电 d = max(d,,d.). #7 K, CC X, Ka C Xs oF fl 
ABR K, x Kp AX BREVE. 

定理 4.2.6 B(X odi (Xndo) 为 完备 紧 距 离 空间 ,又 设 1; X, > X, 
为 连续 的 、1 一 1 对 应 的 .里 于 的 , 则 了 是 同 胚 映射 . 


4.2.3 BLAX). k) "PR ER ERR 


1. Vi CACX),A) PÆ Hi M EA 
我 们 先 介绍 一 些 基 本 性 质 和 定理 . 
性 质 4.2.1 XET ALB € AX). AE re AWE BER. 
dlA, B) = d( 3, S3. 
性 质 4.2.2 ”对 于 A,B EA CX) RE BC A, W; 
d(r,H)Zs dlr, A). 
性 质 4.2.3 UFA, BE ACX), -- AH, 
d(A,B) x d(B,A). 
性 质 4.2.4 — XJ A.B,C € AACXD d B C. CW: 
d(A,B) = d(A,C). 
性 质 4.2.5 对 于 A,B,C € A(X), M: 
d{A (J B,C) = d(A,€) (J d(B,0). 
性 质 4.2.6 SIF A,B,C € .W(X), 有 : 
d(A,H) € d(A,C) + d(C.B). 
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性 质 4.2.7 IT A.B C XX), A: 
hCA,B) = dCA, B) V d(B.A). 
性 质 4.2.8 对 于 A,B,C,D € AX), A: 
ACA [J B.C U Do sz &(A.C) V hCB,D). 

性 质 4,2.9 — OX d) BERR EE, ACX), A) BAA Hausdorff 
FER A WAEA BI. 

XE X4.2.10— GXC(XO, h) "PIE Cauchy FE TI: A, :5 = 1,200] 定义 为 :对 
fie > GFE NEN n,m >N Ht. a ACA,,A,) Se. 

定理 4.2.7 WRX, d) HRA SS [B], £X 一 着 为 压缩 映射 , 则 上 是 
MPR PP CX) o WOACK) h) 中 的 Cauchy 序列 , 且 有 : 

Lm/ "(X) = dad 

a, AS ASA. 

定理 4.2.8 — ow X o X ERA MAT s 的 压缩 映射 ,我 们 定义 映射 
wK X) — ACK) A: 007 

w(B) = iw(r)€ Xie € Bi. Bc WX), 

则 z tE tE ERAF HAC), A) 上 的 压缩 映射 . 

4.2.9 Fee e, X — Xn 二 1,2, AN 是 完备 上 距离 空间 (X La) 
上 的 个 压缩 映射 ,其 压缩 鸯 子 为 na = 1,2, NB ERI in = 1,2,…， 
Ni 3g — TES RR CIPS). AE MRT w ACX) — XCX) A: 

w(B) = U w, (B), BC (X), 

则 zz 也 是 一 个 具有 压缩 因子 * = maxis,:n = 12,7, NERICACX).52 ER 
压缩 映射 . 

定理 4.2.10 win = 12.0 NASBA SAX, d) 上 的 一 
PER BRR UB AESRAPF s = maxis,:m = 1,2,"-.N {A FE SERA we: 
ACX)  ACX) A: 


w(B) = Jw D, BE ACX), 
满足 : 
ACw(B),wlC)) x ALB, C}, B,C € ACX), 
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BEAM A AC ACK) WE: 


A = wlA) =U w, (A), 


2. 拼图 定理 

定义 4.2.11 BLEA 为 一 个 给 定 的 紧 集 .对 任 给 的 止 数 。 > 0, 我 
AVERPAR BM win = 0.1,2, 7 NI (0S a, < Lisp = 0) WCE 
系 (CIFS) , 若 它 满足 : 

ACL, UENIRE E. 

$E384.2.11.— RARR) w, | 为 C XE CERTUS M ACL. ADS e AL - 

;) ,这 里 A 是 该 C 选 代 函数 系 的 吸引 子 . 或 等 价 地 ,我 们 有 : 
AL,A) SL - 5) ACL, Ù w,(L)), LO XD. 

h Exe DES X XE RT A, URE BRA FS) win = 0,1,2,… NIB > 
吸引 子 A 与 给 定 的 集 L 任意 楼 近 ( 在 Hausdorff EE BT , 26701 8b dic AA BOM L 
与 它 在 此 FS TRUR ROA” Uw, (L) 任意 接近 . 男 一 方面 ,拼图 定理 的 


应 用 是 很 灵活 的 , 苑 其 是 定理 的 等 价 形式 的 使 用 . 
例 4.2.7 ik IFS X: 


IR; wilr} = l. wlr) = i 


这 是 一 个 CIFS, 它 的 吸引 于 为 [0,11. 由 于 : 
&(L, Uw iL )<e 
A(L,A)<e /A(1 - o .于 是 我 们 可 得 到 一 个 "拼图 "0, 广 | LU [3:1] 
对 于 具有 两 个 仿 射 变 换 的 JEFS IRI) = ar + b, walr) = er + 
4) BRDAN LAE Ù us CL) AVL A CL ,UU ss O2 EK olei 


ACL,A) 的 太 小 ,可见 拼 图 定理 的 应 用 是 很 广泛 的 . 
拼图 定理 的 证 上 朋 上 省 涉 困难 ,只 要 利用 如 下 3| 埋 即 可 . 
引 理 4.2.1 WX d) Msc E ESTERI ASPX X RRR OS 


[ |= 
hM 
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s 1 RRS Rema A x, EC XW: 
dlra p = (— 3s dx, flr), r € X. 


4.3 Gibbs 一 Butzer 导数 


4.3.1 局 部 域 上 的 Gibbs — Butzer 导数 


不 存在 经 暴 意 义 下 导数 的 喝 数 仍然 有 变化 率 问 题 , 然 而 原 有 的 导数 概念 
对 于 研究 这 种 梢 数 的 变化 率 却 无 能 为 力 ,因而 ,寻求 新 的 变化 率 概念 自然 成 为 
研究 方向 . 

1. Gibbs 一 Burzer H(G BFH) 

1967 年 莫 国 数 学 物理 学 家 J.E. Gibbs AY A ATI PMS” mud 
念 1 ,1972 年 加拿大 籍 德国 数学 家 P. L. Butzer 对 2 进 情形 加 以 简化 和 完善 ， 
他 的 定义 如 下 : . 

定义 4.3.1 BGC G BH 4.1.4) RMN G = (0,0) E 
的 男 一 种 拓扑 .如 果 极 限 


lim D2 f(r + 2? 1) — ftx] (4.3.1) 


a= 


FER x € Go = (0,1) 存在 , 则 称 其 为 Erha- B SUN I7. 
1977 年 RAKETT s JE TCIE GE MED Fl o HM SEE XOT Hostis * 
一 一 逻辑 积分 " LER T F A FERREUS. 

G - B A n] HX e 6s VL SCR AR T BS RR E ERO) 的 -- 种 
大 范围 的 变化 率 . 现 在 我 们 介绍 GG - B UELUT PEIER, Beri hH 
微分 算 子 定义 的 5. 

定义 4.3.2 设 了 人 -CÈ G | 的 Haar B] ERR BC, 

‘maxtl, | £1), £ 3-0, 


E — 0. 


APT o um O, THE 
To. flr) = | |]. < E> 4 Gg - x)de | dé (4.3.2) 


Abr E GFE. MEH Er 处 的 p 阶 { 按 点 }G -BERILA err). 
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2. KG-BFRHAPAT 
(1) 对 于 Walsh ek fOr) = wlr), ay € C ili X 4.3.1 MAR: 
FS Cr) = yey (rd. (4.3.3) 
(2) 对 于 3 进 Cantor PEE COL PRE BB BY BB) G3 C0 ,可 以 用 局 部 域 台 的 特 
征 函 数 表示 ,其 表示 式 为 中 


1 ~ . 
lr) = i 71224 s AG AG na) — we) o (x). (4.3.4) 
其 中 ， 
Qui 
utu) = exp 73 660» 
on yyy SEE 
«u =exp 3”, 
sOy = uy, 
m E, 
2. j—0, 
ACH) = ; 
e feol- 和 3) f= 4,2. (4.3.5) 
RAT: 


定理 4.3.1 ABW(4.3.D8G- BFM: 


+1 
1 


8$'^(r) = 一 53 2; grAUo 7 AG rap 一 o^) us). 
(4.3.6) 

因为 级 数 (4.3.6) — Sic a 0100) 的 GG -8 导数 由 此 级 数 靖 定 . 

G - B 导数 的 所 微分 算 子 形式 的 定义 不 仪 便于 计算 ,而 且 当 把 它 着 作 "“ 运 
F” 时 ,对 于 G 上 的 检验 函数 类 HAG) ADEA BK SCG) 是 封闭 的 ,因此 可 
以 把 导数 概念 推广 到 检验 函数 美 COGO 的 分 布 空间 了 EeE v (CG) 上 .我 们 还 可 
以 定义 导数 OP 的 逆 运 算 , 并 证 明 洗 多 有 用 的 性 质 !5-. 

由 以 上 讨论 可 知 ,G — B. 导数 可 以 用 来 刻画 分 形 函 数 的 变化 率 .利用 这 个 
新 的 概念 ,我 们 可 以 研究 很 多 有 兴趣 的 问题 ,关于 这 些 ,读者 可 参考 文献 [13]， 
[3],07},08],c1O].f22). 
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4.3.2 RAHBAR G- B 微分 方程 
我 们 考虑 如 下 具有 分 形 边 界 的 G - BRE: 


四 二 2> u A atl> y 
age + aye 
H | ,= = 0, 
Tasis u, (4.3.7) 
à l plr, y) 
ulr = 


其 中 BSH Koch W. n Dk SA: 


u(ry,t) = lime Gr y, 2), 


这 里 un (x y) 是 下 述 第 不 次 近似 方程 的 解 ; 


1 9<27 y 3«2» y ELS IM 
3 a> +t 2 
aet ar Bar 
la l,_o = O, 
EE (4.3.7) 
Hu 
2 H8 " z., 
at [2 dix.y), 
u lr = Ü. 


其 中 D, 是 Koch HAWS & RAE. BA: 

ualr, y, n) = 2 AS ou calf mye + n2 t )sal( my ,ajcal(n, y) 
ate |, {nm | 是 确定 的 序列 ; RMA, IBF bs my, ngical sal 分 别 是 偶 的 
HARY Walsh RY. 4 k — oo 时 ,wu AIER RR E MOHE AY Weierstrass 曲线 , 它 是 一 


条 分 形 曲线 . 
图 4.3.1 是 方程 (4.3.7) 与 (4.3.7) “的 边界 示意 图 , 它 是 上 让 = 24 的 变形 


Koch 曲线 . 


cae Be. Auk oid Re. v 
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图 4.3.1 下 二 24 的 变形 Koch Hee 


4.4 RASS ]R] 55 XE C ER CR IFS 


我 们 仍然 考虑 完备 的 距离 空间 (XX,d) REX EB YES AX) A) ,或 
eB CEP (CN) A). 


4.4.1 KMS (zT, d) 


TE 4.2 节 中 已 给 出 了 完备 距离 空间 (外,d) PRR RA IFS 的 定义 { 定 
庆 4.2.9), 并 指出 其 不 变 集 4 , 即 其 吸引 子 存 在 且 了 唯一 .现在 我 们 引进 所 谓 的 
(iS [Bp dE A 中 的 点 . 
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定义 4.4.1 通常 称 可 数 集 S 为 符号 集 , 其 中 的 元 称 为 符号 ,这 里 可 数 集 
S 是 指 :S 或 者 是 空 集 ,或 者 存在 一 个 1 一 1 的 上 喘 上 变换 pg:1 一 S, Hp Ic 
HELP, {1,21,11,2,3} 2 
我 们 称 三 为 符号 集 S DAR. BS ROUX w € 2 可 表示 为 : 
W = w Wwa w, € S,; = 1,2,3,7. 
在 实际 应 用 中 , 符 导 集 取 为 S= 11,2, NI, N € NIER, Æ S 的 代码 
集 三 上 可 引进 距离 : 


d, = da = dws) = 2) TIT 
RP oe = woww, = day, € S.I d c — 0, | FÉ c, — a, KB 
对 值 .显然 ,(,d,) 成 为 一 个 距离 空间 , 称 为 代码 空间 . 
代码 空间 有 以 下 重要 性 质 : 
定理 4.4.1 代码 空间 {2,d,) 是 一 个 紧 路 房 空 间 , 匡 卫 中 的 元 是 不 本数 


wo € X, (4.4.1) 


ES. 
定理 4.4.2 代码 空间 (2,d.) 中 有 一 个 与 (4.4.1) 式 等 价 的 距离 
一 =. Us 一 On 
d.le) = ware wae EX. (4.4.2) 


这 些 定理 都 有 严格 证 明 ,此 处 我 们 从 略 . 
4.4.2 IFS 吸引 子 的 表示 法 


1. AF 有 A 与 代码 空间 的 甘 系 

JR vr SE CORR IFS 的 吸引 子 A 与 代码 空间 的 关系 , 先 给 出 两 个 引 理 . 

引 理 4.4.1 WI Xiwi. ,wy | BSE SPER BOX, d) 中 的 IFS, 则 对 
任 一 个 紧 集 KE XX) AERE K € (OD. EE K CK,INHA: 

w,:K —~>K, n —1,2,7,N. 

RAS. ARBAZ, d) RRR K swa sew! 的 基本 空间 K 
是 紧 集 . 

引 理 4.4.2 BIX wot wn) 是 完备 距离 空间 (X,q) PRA HEMIA 
F s 的 IFS, 而 (了 ,qd,) 是 与 该 IFS 相关 的 代码 空间 , 亦 即 ,了 的 符 导 集 是 S = 
11;2. NE, T 


E O S tt 
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en 


| 一 Tp | 
d.(m,a) = M - 2 E c.g € X, 


Bi (N+ 1)" 
车 对 任 一 组 og € Sin € Nix € XE X —BERS pe EKNK X~> X, 
plo,n, r) = Wa, 9 Wey 2 0n 9 Wy Cx). 


BK E ACK) WARE D  0,fBflXxIF(o.m,x.(o.nix;3) CE XN X, 
有 : 
全 
定理 4.4.3 EX iw, soo wy! 是 完备 距离 空间 (X,d) 中 的 IFS,A 是 
ERIT. XBRE , d.) 是 与 该 IFS 相关 的 代码 空间 .对 于 gE Ton eN x 
€ X,4: 


plan, I) = wy, * unn 


ew, (x), 
则 极限 
lime(a,n.x) = pla) (4.4.3) 
存在 ,和 且 plod € A, #5 rE X XX. MEK € WX) WERKE K 
上 关于 r 是 一 致 的 ,而 且 觅 射 pg: 一 A He PERE RE ROR. 
这 个 定理 的 证 明 较 长 ,我们 只 说 一 下 其 主要 步 又. 
第 一 步 , 证 明 极 限 (4.4.3) 存在 ,并 且 收 化 是 一 致 的 ,而 所 确定 的 极限 值 
glo) 5j x XX. 
Bo WEARS mg: 一 A 连续 . 
第 三 步 , 证 明 o 是 映 上 的 . 
2. 吸引 子 A 的 表示 
现在 可 以 利用 代码 空间 纵 出 IFS 吸引 子 A 的 "地址 ”了 
定义 4.4.2 设 1XX;w,… ,wy | 是 完备 距离 空间 {XX,d) 中 的 IFS,A 是 
它 的 吸引 子 , MRCS, d) 是 与 该 IFS 相关 的 代码 空间 ,gq 是 由 (4.4.3) 式 确定 
的 连续 的 a eR RIES 
€ (a)- lw € Siglos al, a cA (4.4.4) 
中 的 任 一 个 元 为 上 € A 的 一 个 地 址 ,而 称 c (a) 为 a 的 地 址 集 . 
显然 ,如 果 {14.4.4) 式 中 的 集合 oe) 不 是 单 点 集 , 则 a C 4 地 址 不 唯 
一 ,这 种 情况 在 A 的 元 的 表示 时 将 带 来 麻烦 , 为 此 我 们 有 : 
3E 4.4.3. — RTI Xiwi sc wn) 为 全 断 IFS, 如 果 集 合 o a) 是 
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单 点 集 . 此 时 4 中 的 点 a 有 确定 的 .唯一 的 地 址 , 记 为 mw = 9 (a). 

IX iw oot iw | 称 为 恰 切 的 FS, WREDE SEM. AAA OQ, 
BEM RIFACQ, HARA: 

G) wQ) C] w, (QD = Dui. € 11,2, NI as 

(ii) U w(Q)CaQ, 
简称 A 满足 开 集 条 件 .从 这 里 可 以 看 到 开 集 条 迭 的 来 历 . 

IFS 称 为 变迁 的 RE RRS OT, MR BRS, 

定理 4.4.4 Bi Xiu... en | AIFS, ET w, 都 具有 逆 映 射 .又 设 其 
吸引 子 为 A , 则 IFS 为 全 断 的 , 当 且 仅 当 : 

w (A) f] w (A) = ©, ij € Ula NIE AG. 

此 定理 的 证 明 可 由 定义 推出 ， 

fill4.4.1 IFS: 


IIIS = Fe walr) 一 +x + Z 


是 全 断 的 . 
显然 ,tw 与 ws 者 是 可 逆 上 映射 ,其 吸引 子 A A Cantor 三 分 集 , 满 足 w, A) 


门 w CA) = 全 ,因而 此 IFS d e ER 
4.4.3 TEFS 了 吸引 子 的 维 数 玉 算法 


现在 介绍 R 中 几 种 IFS 吸引 于 维 数 的 算法 . 
算法 4.4.1 (7 一 G" 不 动 点 "排除 算法 :014) 设 s 是 屏幕 精度 .给 定 选 
RARR X; wy. wy) 与 相应 的 压缩 因 了 于 s. Bpi = 1,2,… 为 有 限 集 
合 , 并 设 W(A) =U) w, (A). 
(i) 选取 适当 的 Bo CACC X) TE. 
N = [fate ACA Bo) ]， 1 


Ins 


B, = W(B,) - X,. 
其 中 OX, 见 参考 文献 [11],[14]; 
(it) 对 等 于 2 到 ,计算 B, = WCB, 1); 
Cai) Xf; SCPLSIN + 1, B, 4 投影 到 屏幕 上 . 


， CEM | keg c: 2 
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i HL ACA, Bo) 为 集合 A, By 之 间 的 Hausdorff SERE , Xy 29g W MRS 
N NL 
的 集合 .> = maxis i ud 1,2, N], WC(Bo) = U w; (Bo). UB, 1 即 为 A 


的 分 形 有 逼近 集 . 

对 上 述 算 法 ,我 们 有 : 

定理 4.4.5 RIX swe. ,wn| 为 具有 相应 的 压缩 因子 s; 的 IFS, mE. 
A 为 其 吸引 子 . 对 任意 的 Bp CACC X) ,由 算法 4.4.1 产 生 的 集 列 B,,i = d, 
2,7 NR: 


算法 4.4.2 {YY 一 GBA HRM) Be BRE. 给 定 
ARERR X: won wy! 与 相应 的 压缩 因子 s.i R EES AS 


F.Q 为 其 复 源 算 子 . B, B, B.C = 0,1,2,…) 均 为 有 限 集合 . 
O 对 于 任意 的 Bo CACC X). Si = 1, 集 全 Bo = B; 
Gi) 计算 R(WCE, 1) 并 存 人 集合 By ,同时 在 屏幕 上 描绘 Bos 
(iii) 3E B, -Ü Bo ,并 存 人 集合 B,; 


Gv) RMB RC) RGS) on RGS) € U 盏 是 属于 同一 像 元 中 的 也 
个 点 ,再 设 Rx) €. B, Wt j 1:8 m XE E 2 pA Rw, Cr) 和 


R Gw, (zi)) 两 者 的 关系 ; 若 相 等 , 则 计算 Q(B.) ,并 存 人 集合 百 ;否则 有 BB = 
Q(B) U QCRCz )); 


(v) 终止 准则 的 判定 :车 B, 为 空 集 , 则 结束 运算 ,否则 ,i = i + 158 GD 继 

8. 

类 个 地 ,我 们 有 : 

定理 4.4.6 设 R 是 合 人 算 子 ,在 给 定 有 屏幕 精度 >>0 下 ,x C XA: 

dlr, Rir) <e, 

QR 的 复 源 算 子 ,对 xz EE Xo QQ(R(z)) = zx. 对 于 任意 给 定 的 IFS 和 非 
SIRE Bo 己 4 入 B, 由 “重点 ”排除 算法 而 枸 造 的 集 列 吾 ,i = 1,2,…, 必 存在 
整数 工 > OA: 


eant um s z + Cog Ee 
E OE M BERTI S 
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A(A, U BO < e. 


E.B C X, P-23,2,-.L, 
ORE ,就 得 到 吸引 子 A 的 分 形 通 近 集 . 


4.5 分形 室 间 中 的 分 形 维 数 


如 前 所 述 , 我 们 考虑 完 省 的 距离 空间 (XX,qd), 并 在 其 上 定义 Fractal 空间 
CLHX A) BG AX) AD. EVAR HE BR. 


4.5.1 局 部 域 上 的 Hausdorff H% 


分 形 维 数 是 刻画 分 形 集合 与 分 形 图 形 的 重要 指标 之 一 .从 所 周知 ,目前 常 
HRH E Hausdorff 维 数 ,拓扑 维 数 .Boujigand HEM .Steinhass 维 数 .Mtendes 
France HEX , Besicovitch Taylor 维 数 ,相似 维 数 、Fourier 维 数 .容量 维 数 .调度 
SEXY .连通 维 数 等 等 .本 节 计 论 局 部 域 上 的 Hausdorff BAAS X. tE. 

1. Hausdorff M AR 

定义 4.5.1 RUCK BAAR K PRAESRA, | x | xr CK AE 
archimed fi & ,我 们 称 : 

supll x - y I:x,y» € UJ (4.5.1) 
为 UW Haar 浏 度 意义 下 的 直径 , 记 为 1 UU 1,. 

例如 ,当局 = zot Bt ru ly — q *. 

X8s4U-gco-u WB. Ute q7,»0 

定义 4.5.2 BECK AK PLR. K PRK U, C Ki 1U; 01, « 


BILE 90 ~ MM E CU U, ERT s € (0,0) ,我 们 称 : 


HBE) = inf >) | U,|; (4.5.2) 


为 页 的 近似 Hausdorff 外 测度 . 当 8 — OF, WCE) 是 非 减 的 . 
定 党 4.5.3 如 果 极 限 


2 en ye puat Be Gh aie 
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lim H$CE ) = HCE) 
存在 , 则 称 其 为 E 的 s 维 Hausdorff 外 测度 . 
KATE ECKA Fap, iE KEES AC OK 都 成 立 : 
H(A) = H(A (] E) + H(A- E). (4.5.3) 
此 时 ,我 们 把 外 测度 BD 称 为 E As ME Hausdorff 测度 , 记 为 ACE). 
SR 情形 类 似 , 我 们 有 : 
定理 4.5.1 如 果 存 在 sy E (0,%), 使 得 He(E) < co BST BUE s 
so RE FECE) = 0.55 — D Br AEE s, € (0,090, fi £d ACE) > 0, 则 对 于 
s< A HCE) =, 
2. Hausdorff 3 4& 
由 定理 4.5.1 ,我 们 可 引 人 如 下 定义 : 
3EX4.5.4 BMPFECK, SB: 
po A0 < so, (4.5.4) 
D, H s «sco, 
SUR so AE 的 Hausdorff 维 数 , 记 为 dimgE = so. 
2S (ish a EM E CK", € NAY Hausdorff 维 数 , 且 可 验证 dimyE <n. 
我 们 证 明了 dim, = 1 构造 了 局 部 域 上 的 Cantor 三 分 集 下 ,并 且 证 明 
了 Cantor 三 分 集 工 的 Hausdorff 维 数 为 ; 


= 4: . ~ log2 
0 dim; F < dimy E log3 E 


其 中 dim, F EARR AF 的 拓扑 维 数 .对 于 Koch 有 曲线 一 ,有 : 


0 = dimp r < dimp P = E4. 
log3 


对 于 局 部 成 中 集合 的 Bouligand 等 其 他 类 型 的 维 数 , 也 可 类 似 定 义 .值得 
措 出 的 县 ,请 多 维 数 之 间 的 关系 ,在 局 部 域 情 形 下 可 能 变 得 很 清楚 ,这 是 由 局 
部 域 的 结构 所 决定 ,有 兴趣 的 读者 可 参考 文献 [2] . 

3. JE E E43 IFS 的 吸引 子 的 锥 数 

对 于 局 部 域 K 上 的 IFS 的 吸引 子 的 维 数 , 我 们 有 如 下 两 个 结果 . 

3E384.5.2 IRIX w wy) SRK 上 的 压缩 相 伺 映射 族 , 如果 
iX PR SAAR fw wy ATARFE B. CK MARR SI 


E RTT E bertus Rib. 
E Ll mro. YEA CS MERE, 
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T A 的 Hausdorff 维 数 ; = dimp A 由 


Xo =1 
确定 Apr, bw, 的 正 缩 因子 . 
定理 4.5.3 HiX; wo’ BET K ES HEAR ER DLE SR ,如 果 
这 个 压缩 相似 映射 族 1ml, wn| KERR BOCK MEA RAK WE 
吸引 子 A BY Hausdorff 维 数 dim; A 与 Bouligand 维 数 dimgA 相等 . 
由 于 局 部 域 的 结构 比较 特殊 , 开 集 条 件 和 其 他 有 关 条 件 的 改进 都 是 有 和 希 


4.5.2 局 部 域 上 的 其 他 维 数 


关于 局 部 域 上 的 其 他 分 形 维 数 , 如 拓扑 维 数 .Bouligand 维 数 .Steinhass 维 
数 Mendes France 维 数 .Besicovitch Taylor 维 数 .相似 维 数 .Fourier 维 数 .容量 
维 数 .测度 维 数 ,连通 维 数 等 ,可 类 似 于 R" 上 那样 定义 ,并 且 研 究 它们 的 性 质 . 
这 在 第 一 章 中 已 较 详细 地 叙述 和 论证 .我 们 就 不 一 一 介绍 本. 

对 一 般 完备 距离 空间 (及 ,d) 上 的 Fractal Z EAUX), A) ROY HEX), 
A) ,其 维 数 也 可 和 作 类 似 的 讨论 .读者 可 以 看 到 ,分 形 几 何 的 研究 不 仅 限 于 R" 
上 ,根据 具体 问题 的 要 求 ,可 以 在 所 需要 的 空间 中 进行 讨论 ,这 也 是 科学 研究 
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第 五 章 


分 形 物理 学 简介 


80 年 代 以 来 ,分 搬 物 理学 获得 了 巨大 进展 .就 其 内 容 看 ， 
大 致 可 归纳 为 两 个 方面 :一 是 研究 在 分 形 FE( 尤 其 是 分 形 融 
格 上 ) 坚 现 的 各 种 物理 现象 和 物理 性 质 ,这 方面 大 致 燃 似 在 
固体 物理 中 对 具有 平移 对 称 的 上 唱 格 所 研究 的 问题 ;二 是 研究 
分 形 结构 形成 的 物理 机 制 , 即 探讨 分 形 形 成 的 物理 起 源 ， 

关于 分 形 上 的 物理 现象 和 性 质 主 要 涉及 下 列 用 个 方面 ， 

(1) 分 形 昌 格 上 的 谤 相 变 和 临界 动力 学 , 即 临 界 点 内 近 
的 非 平衡 统计 问题 . 

(2) 反常 动力 学 (品格 振动 .无 规 行走 BREE). 

(3) 紧 东 缚 型 哈密 顿 量 的 量子 力学 ， 

(4) 各 种 系统 { 包 括 动 力 系 统 ) 的 多 重 分 形 研 究 . 

(5) 广 延 耗 散 系统 的 自 组 织 临 界 性 等 . 

关于 分 形 结构 形成 的 物理 机 制 ,主要 涉及 以 下 几 个 方面 ，: 

(1) 各 种 计算 机 模型 ,其 基本 模型 是 扩散 置 限 栾 集 模型 
(DLA) 和 介质 电击 模型 (DBM) ,它们 属 拉 普 拉 斯 生长 模型 . 

(2) 解释 分 形 生 长 的 理论 ,如 不 动 点 变换 理论 .分 支 生 
长 理论 .生长 界面 动力 学 (KPZ 理论 ) .2 维 拉 普 拉 斯 生长 映射 
的 哈密 顿 动力 学 等 . 

就 目前 发 展 看 ,仍然 缺乏 满意 的 理论 来 理解 分 形 结 构 的 
形成 ， 

本 章 只 介绍 分 形 葛 格 上 的 相 变 理论 及 临界 动 为 学 
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5.1 分 形 晶 格 上 自 旋 系统 的 相 变 


7E Er EROR EB Ap SC FU GEB Lp SLATE f d EB Æ Csing) 自 旋 系 统 的 铁 
mE ULILIELATISELT4 JE MODEL ERE I 132 EA 
格 求解 方法 .首先 简单 介绍 相 变 与 临界 现象 的 基本 知识 . 


5.1.1 根 变 与 临界 现象 的 基本 知识 ……” 


为 了 方 使 起 兄 ,我 们 使 用 磁 相 变 的 语言 . 磁 相 变 作 为 磁场 和 温度 的 函数 可 
以 用 图 5.1.1 来 描述 .图 中 有 一 条 1 级 相 变 线 , 在 此 线 上 碰 化 强度 遭受 到 突然 
及 向 ,这 条 线 终止 于 临界 温度 T. T, 举 近 ,系统 发 生 由 顺 磁 态 (T > T+) 到 
PRSEXRUT < T.) 的 连续 相 变 , 它 称 为 2 级 相 变 .此 时 磁化 强度 连续 变化 ,和 且 不 
存在 潜 热 .为 了 描述 相 变 与 临界 现象 , 常 引 入 若干 临界 指数 . 


HEIMI fee’ amr 


中 


图 5.1.1 Ising MAA E 4H 2E HH 
1. 临界 指数 和 奇异 行为 
(1) 洲 化 强 雇 . 设 下 代表 系统 的 自 山 能 , 则 在 T. 附近 ,磁化 强度 的 行为 可 
RAAF Fl TE 
oF 


M = (Sb) er TF, (5.1.1) 


Abg UTI TEES RR RETE EG SEREIZOK UR WIE T = T, i,e 
可 表示 为 如 下 有 形式: 


n 
M=H?, T-T, (5.1.2) 


ABS 1. Sud yA 


* 172 A EIU fal HESE a FH 


其 中 3 为 临界 指数 . 
(2) 比 热 . 比 热 按 热力 学 公式 可 写 为 : 


2F . -a 
c=- TO -T Vt B. (5.1.3) 
ZE, EE A BI Aa a 之 上 0, 比 热 曲 线 呈 尖 点 变化 ;而 当 a = 0, 奇 异性 是 
对 数 型 的 . 
(3) 磁化 率 . 它 可 表示 为 : 
y= (SE deg? | D> Te! 7 (5.1.4) 


其 中 y 为 临界 指数 . 
(4) 关联 函数 . JIRA SBE x shh AAR RR eR ae 
Pr) CRM EPS 2 级 机 定义 [ 当 工 = 工 ): 
May =< slz)s(0) >] rz 5t, esl x lea (5.1.5) 
这 里 < … > 代表 对 确定 统计 分 布 函数 的 统计 平均 ,4 为 空间 维 数 ,? 为 临界 
指数 . 
(5) 关联 长 度 . 当 系 统 妊 于 临界 区域 ,关联 函数 可 表示 为 : 


Tee, | + d 99, (5.1.6) 
ESIT- T, V7, 
其 中 上 为 基 联 长 度 ,v 为 临界 指数 . 

以 上 介绍 了 5 个 临界 指数 ,其 中 8,6,y，,a 与 热力 学 量 有 关 , 而 go 则 与 
关联 函数 有 关 . 这 6 个 指数 也 不 全 是 独立 的 ,它们 遵守 标 度 律 .这 是 由 于 在 临 
LI AE a ea A FR 

2. 标 度 与 普 适 性 

上 述 各 量 的 突 律 行为 遵守 标 度 律 , 比如 ,方程 (5.1.1) 在 (T - TOS 
ACT, — T) 和 M 一 PM 重 标 下 是 不 变 的 .再 者 ,关联 长 度 在 工 = T, 时 变 为 
无 窃 太 ,而 在 临界 域 (了 了 附近) 小 尺度 涨 莫 和 品格 长 度 变 得 不 重要 . 这些 便 导 


致 标 度 不 变 和 普 适 性 思想 . 
C1) 标 度 律 . 标 度 假说 导致 临界 指数 之 后 存在 下 列 关 系 : 
a = 2 yd, 
Bg. (5.1.7) 
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Y= v2 ~ 49), 

a+28+Y=2 
因而 6 个 临界 指数 中 只 有 2 个 是 独立 的 . 

(2) 普 适 性 . ANCA, ,许多 不 同 的 物理 系统 具有 相同 的 临界 行为 ,这 

mi ie PE PE. 物理 系统 可 分 为 车 十 普 适 类 ,划分 兽 适 类 的 依据 是 :空间 维 数 4 
5j BER BE BO TR =, 有 时 还 要 考虑 系统 的 对 称 性 ,例如 ,. 滚 体 与 Ising £X X 
H d —3,» = 1, 趟 导 . 超 流 及 -模型 了 = 3,n =2, 因 而 各 分 属相 同 普 适 
类 ， 


512 重 整 化 群 理论 及 方法 [4] 


在 分 形 上 的 相 变 研究 中 , 重 整 化 群 方法 是 ~ 个 基本 方法 ,这 是 由 于 分 形 几 
何 上 其 有 标 度 不 变性 ,因而 非常 有 利于 使 用 这 一 方法 .本 节 先 介绍 重 整 化 群 基本 
思想 ,再 给 出 重 整 化 群 的 形式 定义 ,最 后 介绍 两 种 常 用 的 重 整 化 群 方法 (方案 ). 

1. 基本 思想 

临界 点 的 关联 长 度 € 为 无 穷 大 ,而 在 临界 点 附近 很 大 ,与 温度 本 的 美 
系 可 从 图 5.1.2 看 出 .因此 临界 现象 是 包含 太 量 自由 度 的 天 尺度 范围 的 现象 
重 整 化 群 的 基本 想法 是 一 步 一 步 地 减少 自由 度 丽 又 不 损害 整个 物理 系统 的 物 
理性 质 . 


wy 


Ti T 


图 5.1.2 关联 长 度 与 温度 的 关系 
显然 ,提出 这 一 概念 的 关键 点 是 在 临界 点 附近 关 习 长 讶 £ 很 大 ,要 想 直 接 
计算 必然 包含 所 有 关联 长 度 内 的 自 族 (此 处 仍 以 磁性 系统 为 例 }, 计 算 必然 很 
困难 甚至 行 不 通 , 因 此 减少 自由 度 就 变 得 很 有 必要 . 


f 174 > 分形 几何 理论 与 应 用 


为 具体 起 见 , 图 5.1.3 给 出 一 个 Iing 自 旋 系统 的 Site 一 Block 变换 ,来 显示 
如 何 减 少 自由 度 , 即 实施 “ 粗 粒 化 ". 经 图 5.1.3 所 示 的 变换 ,原来 Sitel 原始 品 
格 ) 间 的 间距 为 a ,后 来 Bteck( 新 晶 格 》 B NERIS RIBBON 2a. 9p RE c DA 8 Fe 18] 
虐 为 单位 ,那么 关联 长 庶 便 变 为 原来 的 一 半 , 如 果 重 复 此 过程 , 则 大 的 关联 长 
度 将 约 化 为 1 的 数量 级 . 


"| Doo p=] 
1 1 Za 
“一 一 一: L 一 一 一 二 于 
rj t 
ta) (b) (c) 
(a) IRIS Fi (b)4 个 自 旋 合 为 一 块 (o) 新 品格 
图 5.1.3 Ising 自 旋 系统 的 Site - Block 变换 
BARI SARAH BOA K, ESA KI. 
2o. 
K = ROCK}, K = EF (5.1.8) 
其 中 了 为 交换 积分 ,45 WHERE SR. PALA KK EH: 
&CK)) = JELK). (5.1.9) 
为 使 EEK 一 /kpT, 发 散 , 应 有 : 
K', = R(K,) = K.. 
将 其 在 K, 线性 化 : 
ROCK) = ROK.) 十 AR - K,), 
_ [8R(CK) 
À = | OK N 
yu : 
RCK) — K, = ACK — K,). 
RH K —> K, 时 ,# WRB REE. 
E(K}@(K - K.)', (5.1.10) 


DUE 


Mae 2 ie ed. 
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£O RCK)) (RUE = ey 


ELK) K-K, 
因而 ， 
lla 
或 
,- im 
Ina’ 


可 见 , 车 已 知 4 PET eK RE IS ee RL EC K) 与 {5.1.9) AA 
(5.1.10) 式 自治 的 最 ~ 般 形 式 是 : 
ELK) =(K — K,) 'f(InCK - K,2), (5.1.11) 

这 里 f(a) 是 以 lna 为 周期 的 .ce 的 函数 BAPE ARR FP Pd E K — K, A 
变 一 个 因子 1 FAF InCK - K) 平移 一 个 量 1n A, 8 rf P3308 GRAS ES 

上 上述 标 度 图 像 不 仅 提 供 了 一 种 系统 地 约 减 自由 度 的 途径 ,而 且 提 供 了 关 
TAER ROK) 可 能 在 ROK.) = K, ATEEK) 的 非 解析 行为 的 一 种 解 
#. 

在 重 整 化 群 理 论 中 将 回答 如 和 何 来 找到 RK). 

2. 重 整 化 群 的 形式 定 艾 

设 系 统 定义 于 品格 上 , 划 格 常数 为 4, 了 哈密 顿 量 为 HH(o). 在 标 度 变换 4a 一 
ba FUKA b 为 重 标 因 子 ), 一 个 变换 T po) 将 变数 e EON CE a: 


expH’ lp) = Triexpl Tig.) + H(o3]l. (5.1.12) 
EF: 
Tr expT lao) = 1, 

则 可 使 配 分 函数 保持 不 变 : 

Zz[H'] = Z[H]. 
BR EAS th: 

H = RH], 
EERE Bi (REIR. ADR 万 AG RK 来 表示 , 则 : 


K’ = R,CK). (5.1.13) 
它 定义 .组 递 推 关系 . 


i pod fE RUBER 7 
ee ne ear eS on 
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Ami, BRL RITE ree bI b ME SE 
JF TE FR JÉ CP PRÉC IT IS SE TE T XB ETER. , ERE DE 4H 
AB [8] Sa obs 2 SR Bio A} BRL a Ix d — T+ D gE ET CE SH 1 FE TR 2D TRE OG RT EA 
FAs HIR oh. PA m E M i iE Dep iX — BRE , AS "IE qj" AOR OA PAR, 
而 只 去 研究 保持 配 分 函数 不 变 的 变换 群 ,这 样 的 思想 既 新 颖 又 有 效 , 它 为 相 变 
问题 的 解决 提供 了 有 力 的 起 茜 . 

下 而 来 考察 变换 的 “ 群 " 性 质 . 

HM5.1.8 重 整 化 群 变换 的 合成 规则 可 定义 为 : 若 进行 两 个 bi, b, 变 
$e , 则 连续 进行 的 重 整 化 群 变换 为 : 

K' -R,UR, CK] 


=R,(K). (5.1.14) 
EELT- TREMER A 

b= biba 
的 新 重 整 化 群 变换 . 所以: 

Ry = (Rp); 


ZOUK) = Z(R,CK)). 
SCEE (LAR RATE RTE BECT SC) , BE. 
一 般 地 , 重 整 化 群 计算 包括 下 列 步 又 : 
(1) 将 自 旋 聚集 成 元 胞 . 
(2) 定义 重 整 化 群 变换 . 
(3) 导出 递 推 关系 . 
(4) 确定 变换 的 不 动 点 . 
(5) 研究 临界 行为 . 
递 推 关 系 一 般 是 非 线 性 的 .所 幸 的 是 ,在 临界 现象 中 ,临界 性 质 是 由 不 动 
点 处 的 行为 决定 .不 动 点 为 ; 
K’ = R(K) = K = K". 
EK’ Bt ROK) 进行 线性 化 可 求 出 临界 指数 : 
Kno- Ki = 2 Reel Ks - Ki», 


这 里 ， 


ERA Re Di It M 
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aK", 
Rap = (o M 
frt RCAC IET PERNS ER] Kla = 1,2,…) ;因而 重 整 化 拜 变换 
tt. dH —£8 ZEE EL | d KS — KC KI) OA AR 的 本 征 
fH pi? 和 和风 ”为 左 本 征 矢 与 右 本 征 失 : 
2e. Rug = A 9$. (5.1.15) 


DR gh) = AV. 
定义 5.1.2 “ 简 正 坐标 ” 定义 为 ; 
u = Dp KR, - Kr), (5.1.16) 
Ti iE (82; IBS 
ul, = 之 9 COK' - KD) 
Lx , 
这 些 za 称 为 Wigner 标 度 场 , 存 在 下 列 三 种 情况 : 
G) A, > 1, u, WA Relevant; 
(i) à; = 1,u, PRY Marginal; 
(Gi) A, < 1,2, 称 为 Irelevant. 
3、 eRe ee 
BYE AS GEB. A, 与 临界 指数 联系 起 来 .为 简单 起 见 ,我 们 假定 ve = ay = …- 
= 0. 在 重 整 化 群 变换 下 ,系统 的 自由 能 密度 的 奇异 部 分 应 作 如 下 变化 : 


fla) = bf Gu). (5.1.17) 
RE, 
ia = =, 
U 是 每 个 元 胞 中 含 格 点 的 数目 ,4 是 系统 的 维 数 .如 前 所 述 ， J HAREE 
奇异 性 , 即 可 写 为 : 
fup = Au^, 
AmA: 


* 178; Ar JL far 8 E 55 nig FH] 


Au = ESA Apu) 


和 
u ln £ 
41 In A, 
如 果 写 成 : 
aA, = ^ 
则 标 度 指数 v. 便 由 下 或 给 出 : 
d 
Ni 一 a, 


现在 若 将 a| BE t=T- TO / T, CERSA EBpEsBEIS jd 
fO | 1 ls, 
立即 得 到 


=2-a, Ra-2-4, (5.1.18) 


al 1 

这 里 a PRAMS HAIR. 类似 地 ,也 可 得 其 他 临界 指数 的 表 不 式 . 

4. X CBE X — (Decimation 方法 ) 

本 节 和 下 节 介 绍 在 分 形 研 究 中 用 得 较 多 的 两 种 重 整 化 群 方法 .首先 介绍 
Decimation 方法 ,以 1 维 Ising 模型 为 例 . 

假设 存在 一 个 Ising 自 旋 链 . 自 旋 放置 于 格 点 r, = na 上 ,a 为 晶 格 带 数 ， 
n =10.1,2.…. 自 旋 间 仅 含 最 近邻 相互 作用 ,其 哈密 顿 量 为 : 

- PH = Kew gau (5.1.19) 

现在 实施 Decimation 2588 , AIDA A BEREE ER — 1 B eit FR Rn M BERE Hb UT 
进行 求 和 的 自 旋 a ARR, EET] RS RR EIEN 2a. = 2ma ,如 图 5.1.4 所 示 . 


e “ 
于 于- 一 一 
(2) (b) 
图 5.1.4 [te dA dA Hr dde 
形式 上 可 将 重 整 化 群 变 换 写成 . 
eT 一 工 1j8 .se (5.1.20) 


Do e 
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aman SFL ERE 3 a A To, BU ELT cd ofr a PE LB. 
FLAT KOK 
expK (ip, nu) = Te Fr exp[ K Ga o Jexpi K (a1 ,02)] 
sexp[ K (o, Ol. (5.1.21) 
为 明显 地 计算 新 看 合 常 数 , 可 利用 下 列 黄 个 公式 : 
(1) expl Karga) = chK (1 + (thK 2,02). 


(2) S01 + Kuo) + Kpa) = 201 + K’ uipa). 


v-£l 
由 此 可 以 计算 出 : 
Tr expK (y2,,0)expK Ca, pa) 
- DS) expl KG + uio: 
z H 


= 23 ci? K[1- GhKO gp o1[1 + GhK) jo] 


e eb KL 1 Gh K py pea]. 
令 上 式 等 于 : 
A expK (ui pa) = AchK'[1 + hK yey geod, 
nf fi, , 
thK’ = tK, Ko = th Gb K}, (5.1.22) 
这 就 是 新 耦合 常数 KIRK Zoe 8 38 HEX (5.1.22) 式 对 应 的 
重 标 因子 b = 2. 更 一 般 地 ,对 任意 重 标 因子 5 可 得 出 ， 
K’ = th Gth’K). 

对 2 维 正方 品格 ,如 果 采 用 Site - Block Zr T Po AE £g HE ,那么 将 发 现 新 哈密 顿 
BPE Poor ER , 即 除了 有 最 近 售 相互 夸 合 外 ,还 有 次 近邻 斐 侣 和 四 体 作 
用 ,这 意味 着 对 2 维 正方 唱 格 不 适 于 使 用 Decimation 方法 .这 一 特点 具有 普遍 
意义 ,但 前 述 1 维 链 恰恰 是 个 例外 . 

5. 重 整 化 群 方法 二 (MK 键 移 方法 ) 

如 果 从 一 个 确定 的 重 整 化 群 变换 方程 出 发 ,对 状态 的 求 和 一 般 难 子 进行 ， 
这 里 介 绍 一 种 下 界 近 似 方法 . 它 是 - -种 变 分 方法 ,用 来 计算 求 和 ,使 计算 结 梨 
最 优化 .这 种 方法 叫 Migdal - Kadanoff 48 TE 3t fel 3: 

设 引 入 一 项 Alo) 到 指数 上 ,使 求 和 是 以 进行 计算 . 近 便 的 重 整 化 哈密 


ECOLE Ba dede 
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WAN: 
Hal) = In Tr exp[ T(g o0) + H(o) + A(p.a)], (5.1.23) 
Afua) HREM Ein EA Ego LIE (EE 
(1) Tr exp: T(y,¢) + Hio) 是 羊 正 定 权 重 和 . 
(2) wan) 为 实数 . 
(3) TrTr exp! T( p o) + H(s)]ACp. o) = 0. 
在 这 些 条 件 下 ,自由 能 满足 下 列 不 等 式 : 
FIRAS ELH] = FIH]. (5.1.24) 
为 了 证 实 (5.1.24) 式 是 正确 的 ,首先 定义 : 
F(A) =- In TrTr expl TGu a) + H(a) + AA(p,a)]. (5.1.25) 


显然 ， 
F(0) = FCD, 
F(1) = F(H'A). 
由 (5.1.25) 式 立即 得 出 : 
dE 
(Sa ) 0 
dF _ 2 Hu 2 
(m). --(«A »,-«A»1) 


=-<(A-<A>y>, <0, (5.1.26) 

这 里 <>, ERILE expl T+ H+ AA] 的 平均 ,由 于 权重 是 正 的 ,2 阶 导 
数 为 负 , 所 以 F(a) 是 一 个 递减 函数 ,因而 (5.1.24) 式 获得 证 朋 . 

现在 来 考察 什么 样 的 4(rx o) 可 以 满足 所 要 求 的 条 件 . 设 aT(u io) 是 局 
域 自 旋 变数 (如 aao O 的 集合 ,C7? 为 与 ,o 匹 美的 系数 , 则 对 ACy,o) 的 一 种 
简单 选取 为 : 

Alua) = >) C at(p uo), 
其 中 CT 规定 满足 下 列 条 件 : 
M = 0. 

立即 发 现 ,这 样 选取 的 A(z so) RR EA 事实 上 ,条 件 (1) 和 条 件 (2) 
明显 满足 ,而 条 件 !3) 要 求 计算 ， 
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Tr Tr(e? FP) OCS at (ua) = 20€ (Ts Tre "arCp o) ) 


E 


= > TrTre fat Cp, o) SIC? 
a "oc : 


=0, 

其 中 已 考 虚 到 Tr Tre! "at (uo) 1j AX. 

在 实际 问题 中 ,eta sc) 权 成 哈密 顿 量 中 相互 作用 项 的 一 部 分 ,结果 使 引 
A Au. o) 后 形成 在 这 里 加 上 耦合 ARBOR ARG. fe AI, RATA CER AE 
约束 下 移动 链 . 

例 5.1.1 设 考虑 正方 形 晶 格 上 的 哈密 顿 量 : 

- BH = K»ioo, (5.1.27) 
A(pa) H: 
Kojo. Kayo, = A(p.o), 

MEK =c,- K= ce, Hete =0, 因 而 满足 前 述 要 求 .这 样 选取 的 AC, 
c) 相当 于 在 原 有 险 密 顿 量 中 连接 o | ,ay DO 8E EEG EOS OK ,而 原来 连接 o3, 
o, 的 键 上 耦合 变 为 零 . 这 一 变化 恰似 将 o0, 上 的 键 移 至 co 键 上 ,如 图 5.1.5 


所 示 . n 2K f: 
Fi K ay 
MM AG. a) K K 
K K —- 
T T, 
K 7 t GORDA) 
a, a, 
K 
K K 
pt 
a K c 


图 3.1.5 键 移 示意 图 
现在 考察 在 正方 形 虎 格 上 的 键 称 变换 . 应 当 强 调 , S LE. A 
Decimation 联合 起 米 进 行 . 图 5.1.6 显示 这 一 变换 . 


BV REPRE D aro AM pty d ah: 
po a E n abii M a ee 
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图 5.1.6 44145 2b DR IAE ITUR EUN: 
(a) Width. TRI TRE KK, K,.H K, = Ky. 
(b) 水 平地 移动 y SE CREME dA ST KD) ^ -个 单位 ,y 键 强度 变 为 2K,、 
(c) 对 x 键 进行 Decimation, iE: 
K, = th '(th’K,), K, = 2K,. 
(d) (REE x 键 一 个 单位 , 则 : 
K,” = 2K,’ 
(e) XT y 键 进 行 Decimation ,得 : 
K” 22K, = 2th7'(th’K,) 
=2th (ih KO, 
K, =th '(th’K,) 
=th '(th?2K). 


(e) y 方向 Decimation 
Hi5.1.6 #HERARAl 
注意 到 KU - K WBE K,- K, = 到, 可 见 变换 产生 了 各 向 异性 键 . 
它 是 由 于 键 移 操 作 与 Decimation 操作 互 不 对 易 引 起 的 ， 


M oie sena | . scm uu IEEE A 
dbiubdEegnioo: e ROREM E 
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A T dr n BLE , BHA Fe OM RE : 
K = Siw, + K^). 
SOSA HED oR AE RE Bhp ER EE a be W: 
K^, = bth '(th*K), K”. = th '(ch’AK), 
其 对 称 化 值 为 : 
K',- UC, KO = OD. 


现 考虑 一 无 穷 小 变化 ; 


精确 到 e HAAS: 
Ki~ K+B(RK)e, Ke = K+B(K)e, 
这 里 ， 
L(aRI 
eo =| ae hy, 


= (SK) 
X db ^u 
=shkK chK In(th K ). 


所 以 在 无 穷 小 变换 下 ,系统 保持 各 向 同性 . 
5.1.3 Sierpinski Gasket 上 Ising 模型 的 栓 变 :5 9 


Ay Bik BF 2 维 欧 氏 空间 的 Sierpinski tjasket, 它 的 构造 方法 是 : 取 1 个 边 
长 为 1 的 答 边 三 角形 ,连接 各 边 中 点 ,使 该 等 边 王 角形 变 为 4 个 边 长 为 | 72889 
三 角形 , 青 将 中 心 三 角形 按 去 ,这 便 是 构造 的 第 -- 阶 段 (2 = 1). 此 后 ,对 每 个 
F r B) — ATER wen ,最 终 形成 边 长 为 (1 720? 的 含有 许多 筷 
际 的 结构 , OC Sierpinski Gasket, E 8 493& ii Fe An [5.1.7 Bron. 

Sierpinski Gasker 是 一 种 分 形 , 它 的 分 形 维 数 为 In3 1502. AM Ising 自 旋 放 
置 于 格 点 上 .原则 上 ,在 这 神 品 格 上 所 有 自 旋 系统 都 是 精确 可 解 的 ,因为 它 具 
有 有 限 分 叉 度 , 它 的 分 义 度 是 Rs = 4, Rs = 3. 然 而 随 着 维 数 增加 ,计算 变 
AEA SH BMA MARE, EERIE mn, ESSE. 
态 应 消 约 掉 . 


VAEWRSS SEES. wee rd pend wt eee 
ent ATAN 1 
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对 具有 有 限 分 叉 度 的 系统 ,在 任何 有 限 温 度 下 均 不 存在 相 变 , 即 只 存在 平 
B DO SG HH AE ,这 将 在 后 边 的 计算 中 予以 证 实 . 实 际 上 HERR HE KH s o A 
论证 ,在 任何 有 限 温度 下 系统 均 分 裂 为 许多 畴 块 , 增 大 自由 能 ,使 有 序 遭 到 破 
坏 . 


n= 0 n=] n2 


图 5.1.7 Sierpinski Gasket 的 构造 过 程 
现 写 出 系统 的 哈密 顿 最 : 
-gJ- Ks, (5.1.28) 
FOP AS BUT n.n 的 作用 , 求 和 是 对 所 有 有 最 近邻 自 旋 对 进行 的 , 自 旋 = = + 


1, K 为 相互 耦合 常数 .我 们 采用 Decimation 重 整 化 群 方法 来 研究 相 变 , 它 的 恋 
换 如 图 5.1.8 Brom. 


a, Cpe) 


/ NL X 


图 5.1.8 重 整 化 群 变换 示意 图 
通过 清 约 掉 { 即 进行 求 和 ), 例如 04,03,06, 使 线性 尺度 扩大 1 CBD 
b = 2). BRP EMH R: 


Pu. a) = eh( na) = | 18,,,， 


outed EWR Be 
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其 中 = 指 前 一 级 构造 阶段 格 点 上 的 自 旋 . 故 配 分 函数 写 为 : 
exp | 区 Sie. ra 
rye! ai? 
= 2; 25 (T1124) exp IK Sosa. 
立即 可 写 出 (对 照 图 5.1.8); 


AeF (orit rrt nn) 


SN 4 pP PTa Tea har UO TP I 
— . 
€ 


(gud 
Catet a 


ZFS OR UIE, ARG TEE YEAS ROK JAKK 的 关系 : 
eK ~ — I: (5.1.29) 


这 便 是 递 推 关 系 . 

有 了 此 递 推 关系 .可 令 K = KK, 从 而 利用 它 求 出 重 整 化 群 变 挽 的 不 动 点 
KK”= 0,co ,其 中 区 ”= oo 对 应 温度 为 零 的 不 动 点 , 它 是 不 稳定 的 ,因而 为 相 
变 临 界 点 ;而 KC > 0 对 应 温度 为 oo 的 高 漫 无 痒 区 ,是 顺 磁 不 动 点 . 

接着 利用 {5.1.29) 式 在 临界 点 K* = K, = oo 外 进行 线性 化 ,从 而 求 出 
关联 长 度 临 界 指数 .为 此 ,在 T. = 人 0 附近 选 习 低温 小 容量 1 三 e。e 305,48 
(5.1.29) 式 改写 为 : 

K =LA tol) = RG). 
将 其 在 不 动 点 上 ”= 0 附近 展开 , 仅 取 其 线性 项 , 则 有 : 


=i" TAI = ar=e. 
Hf LPR AGAR E(B A = 1. 利 用 v ~ Ine Ana Ri = wm, 其 他 临界 指数 可 从 
自由 能 密度 的 下 列 关系 式 出 发 : 

F(h,t) = 6 " F(b'h br), 
再 利用 热力 学 公式 和 标 度 求 得 .上 式 中 请 ,: 分 别 代 表 约 化 磁场 和 温度 . 
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5.1.4 Sierpinski Carpets 上 Ising 模型 的 相 变 (7's 


l. Sierpinski Carpets #5 构造 

Sierpinski Carpets JE HT F 31] E £C A RAER: SRR A KRA 
XH b 等 分 ,划分 成 B^ 个 小 正方 形 , 然 后 按 某 种 规则 控 去 其 中 某 PALME 
方形 ,这 样 就 形成 构造 的 第 一 阶段 (rn = 1)3; 然 后 对 霉 个 剩 下 的 小 正方 形 实 芳 
Fa = PRM SMEAR (n ~ 2 构造 阶段 .以 后 如 此 重复 下 去 ， 
便 构造 出 Sierpinski Carpets. 图 5.1.9 和 图 5.1.10 分 曾 给 出 两 个 构造 实例 .有 并 
影 部 分 被 挖 去 ,市 下 的 小 方块 按 相同 方法 分 割 和 榨取. (a) 和 (b) 为 两 种 不 同 
构造 法 ,因而 得 出 两 种 不 同 的 Carpets. 


7 
7711 
AT 


NS 
PP 
LL TT TT rT 


TO 
DERAN 
Y 

UY 


(adn = D, RE (bin = LARA 
15.1.9 b = 8,/ — 4 Bf Sierpinski Carpets 的 两 个 构造 阶段 


ate 
WN 
SS 


LL TIPP ITI 


| 
Llega ped | VAA IE 


LELTITTIT LI 
| dd | | 


{aja - 1 ibjaw = 2 
15.1.10 & = 4,2 — 2 Sierpinski Carpets £8 BE 4-838 BA EE 


1 
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现 将 Ising 自 旋 系统 放 在 上 述 唱 格 点 天 ,系统 的 哈密 顿 最 为 : 


— BH = Ko, + Ky 2 2, , (5.1.30) 
其 中 ， 
J EE 
K=p Be = pp 


2E 9 SEDIS e BHAA RR. K BAM SRK, 键 的 一 边 是 
FHS E). SLAR Ae ee H A E T iE LE PRR ERIS RK 
ZACK, Ke) 不 变 , 使 计算 能 够 进行 下 去 ,这 里 n.n ERRAR. 

为 了 演示 键 移 重 整 化 群 变 换 的 具体 过 程 ,我们 考察 图 5.1.11 的 构造 .图 
中 是 5 = 3.) = 1 时 用 中 心 控 法 得 到 Sierpinski Carpets 的 构造 . 


pitt ey 
- 4-72 B7 


SEN 
|| Fa | VA | 
AATTEET 


图 5.1.1] b= 3,7 — 1 Rf Sierpinski Carpets 的 构造 

如 以 前 所 述 , 键 移 往往 与 Decimation 联合 进 行 .两 类 键 KK， K. 经 重 整 化 打 
变 为 KK ,KK ,它们 的 变换 示意 图 如 图 $.1.12 所 示 . 

图 5.1.12 中 键 上 的 小 箭头 代表 移动 方向 ,为 了 避免 产生 各 向 异性 的 重 整 
化 键 ,从 xy Trin pj tp tfr ERE. 由 该 图 可 见 , 键 称 后 的 AB 键 由 3K,K + 
2K. 和 3K ix RRR A 1.2 两 点 的 自 旋 后 (通过 对 其 状态 求 和 ) 便 
最 终 产生 重 整 化 键 KES KAMK, 的 关系 为 : 


thK’ ~ th?¢3K)th(K + 2K,), (5.1.31) 
EETA AAN: 
Ae “ta De em E Ont (5.1.32) 


THESE un ee. 
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3K 


| 
Decimation 
| 
t 


Ki2Ky x 


I 
I 
———— | 
i 


图 5.1.12 两 类 键 重 整 化 变换 示意 图 
类 似 地 可 求 出 K'e 为 : 


th 下 = UK + K,, )th2K,,. (5.1.33) 
(5.1.31) 浇 和 (5.1.32) 式 便 是 重 整 化 群 递 推 关 系 .这 些 关 系 是 晶 格 线性 标 度 
扩大 3 信 的 结果 .顺便 提 到 ,(5.1.32}) 式 中 的 A 或 其 他 处 出 现 的 类 似 的 常数 
只 对 系统 的 自由 能 产生 影响 ， 
推广 到 中 心 有 上 x 方块 被 控 掉 的 情况 .可 类 似 地 产生 下 列 递 推 关系 : 
thK’ = th'[ib - -DK +2K,Jth® K, (5,1.34) 


eK. = h| 1 


ari 
LO d DK +2K, hi3 - DK + Ke |. 
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这 两 个 递 推 关系 在 2 SMSC K, KL) 内 是 封闭 的 . 
2. 不 动 点 
为 今后 讨论 方便 起 见 , 引 人 两 个 新 变量 : 
ro— thK, TQ — thK,, 
ro =thK’, ra — thK’,. 
Pix SRE xb ARPA bie 2b > +2 情 况 下 ， 
ti (5.1.34) 式 解 得 三 个 平庸 不 动 点 : 
Cr” ru = (0,00,00, D. (1,1), 
它们 分 别 对 应 参数 空间 (r,t,) 中 的 及 ,B,C 点 ,而 对 5 = /+2, 存 在 一 个 附 
加 的 平庸 不 动 点 D.: 
tr” ro) = (1,0), b=i+2. 
以 下 以 上 = 了 = 5 和 且 中 心 控 去 生成 的 Sierpinski Carpets 为 例 , 显 示 出 用 
计算 机 求解 (5.1.34) 式 得 到 的 流 图 (图 5.1.13) ,并 逐个 分 析 所 有 不 动 点 的 
8X. 


T 
0 i 


AAS.2.1300 #E(r, ra) 空间 的 流 图 
(1) AOR A USE K = Ko = 10, 相当 于 无 穷 大 温度 ,系统 处 于 高 温顺 矿 
TH ,完全 无 序 ,因而 称 为 顺 硫 不 动 点 . 
(2) 不 动 点 B: 对 应 K = OK, = co : 它 揪 所 了 一 种 各 向 异性 系统 .在 这 
种 系统 中 ,处 于 " 警 ”( 它 的 .一边 面积 被 控 去 ) 上 格 点 自 旋 间 具 有 无 穷 大 强度 的 
HE. 
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(3) 不 动 点 C:K = K, = co, 相当 于 零 温 系统 ,系统 处 于 完全 有 序 的 铁 
MEAS ,这 是 铁 磁 不 动 点 . 

(4) 不 动 点 万 :对 应 下 = ,K,, = 0,404 FS AER” DTE AB 
旋 间 完全 没有 相互 作用 ,是 个 白 由 端 . 

3. ERLEA 

HITE —- RR a E BIR: 

(i) Æ r, = 08 E, BBL tah BMA. EE c, = 1 E, 
由 该 轴 出 发 的 重 整 化 群 流 也 不 偏离 此 轴 . 假 如 在 不 动 点 B,C 附近 展开 递 推 方 
程 组 ,研究 它们 的 稳定 性 .可 以 发 现 , 存 在 着 沿 cu = 1882) UE TI BAC 的 重 
整 化 群 流 , 这 表明 在 此 轴 上 一 定 还 有 男 一 个 不 动 点 , 它 沿 访 轴 是 不 稳定 的 .该 
不 动 点 在 区 5.1.13 上 用 五 标 出 . 

(2) Æ r = 1 轴 上 , 重 整 化 群 流 也 保持 在 此 轴 上 .车 将 递 推 方程 组 在 不 动 
点 人 已 入 附近 展开 , 闲 即 显示 出 沿 此 轴 该 两 个 不 动 点 是 稳定 的 ,因而 必定 在 
此 轴 上 还 有 一 个 不 稳定 的 不 动 点 ,用 下 表示 它 ， 

图 5.1.13 中 曲线 EF 代表 临界 线 , 它 将 无 序 相 (流向 A) 与 有 序 相 (流向 
CÓ 分开, 临界 点 用 下 表示 . 

目前 ,进行 的 研究 表明 ,临界 指数 与 儿 何 结构 的 多 个 佑 数 , 如 分 找 维 数 . 连 
接 性 ,不拘 甸 性 等 有 关 , 但 精确 的 依赖 关系 仍 有 待 研 究 . 


5.1.5 分 形 上 Jsing 模型 的 严格 配 分 沙 数 和 关联 击 数 ?0 


迄今 在 分 形 上 研究 相 变 时 几乎 都 采用 重 整 化 群 方 法 ,只 有 极 个 别 情况 求 
出 过 严格 的 配 分 函数 和 关联 函数 .本 人 节 介 绍 在 一 类 特殊 分 形 上 的 精确 可 解 模 
型 . 

考虑 lC EREET. 2 维 空间 的 特殊 分 上 形 结构 , 它 的 构造 方法 是 : 取 一 个 正方 
形 ,每 边 分 为 3 等 分 ,作出 9 个 小 正方 形 , 留 下 中 央 和 4 个 角 上 的 小 正方 形 块 ， 
其 余 挖 去 ,这 荐 构造 的 第 一 阶段 (nx = 1). 以 后 将 所 有 剩 下 的 小 正方 形 块 仿照 
同样 方式 进行 分 割 和 取舍 .如 此 重复 ,最 终 构 成 一 个 分 形 维 数 为 = In5/ 1n6 
的 分 形 晶 格 .图 3.1.14 是 分 形 品 格 的 构造 步骤 . 


] Pic AER. ^ 
"ETE cost ob Hose dis A 
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» 
Pani 


(a)m = 1 (bjn — 2 
图 5.] 14 PE dA Fe LE PERCHE ER TREE) 
HEIER ASMAH Ising $A TA a i. 


- BH = Kg. (5.1.35) 
EAR ARR DUET. RANMA HN: 
Z= Que ae 


这 里 求 和 是 对 系统 的 所 有 自 旋 位 形 进行 ， lei = (esga ax). A F o, — 
1. A iij e] S o5 ; 


e¥ = chK (1 + o, oth KO) (5.1.36) 
pi 
Z,- = Que? = (chK)™ >] JG + esci KO, (5.1.37) 


其 中 ?> 代表 分 形 的 第 级 构造 阶段 , M PETIT EN nin Xem Bn AF 
XE RET , 便 得 到 食 thK Ms ARKH IE GERE o = 1, 因 而 必 有 : 


-~ a, E 
Dols, o, thK = 0. 一 一 -一 
c a 
Tr J1 
2o, 0, Yo, or th’ K = D0. 
ial 
S. 


Er- 17 1 008) Pico Duke 
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4, am 
Da oo Co or Coe, ay, th K = 0. 
IE 
Tr 75 
e. a. 
! i 
2G, o, Vo, or) {or g lo 0, )th K . | . 
= 2"ah*K. 
os, oe 


这 里 N, BAG Gk ba RR. RU IE ERRAR PD SALES ET 21 
自 旋 间 连 i 根 键 ,每 根 键 分 配 1 个 因 于 ch K , 则 上 面 的 表示 式 便 与 4 种 键 位 形 
相对 应 ,这 4 种 键 位 形 的 特点 是 :只 有 第 四 种 键 位 形 的 每 个 格 点 有 2 A S 
TR) 键 通过 ,而 且 求 和 结果 不 为 零 ; 而 其 余 3 种 键 位 形 都 存在 只 连 1 根 键 的 格 
点 , 求 和 结果 为 零 , 前 一 类 图 称 为 侦 图 ,这 类 图 对 配 分 函数 给 出 非 零 资 献 . 

由 图 $.1.14 看 出 ,所 有 偶 图 都 只 能 是 虫 4 根 键 组 成 的 正方 形 块 组 成 ,一 个 
高 阶 偶 图 合 有 字 个 由 键 组 成 的 正方 形 块 ,因而 在 (5.1.37) 式 中 只 能 存在 会 
th K B5 d PPE AD EL cht KO". 的 项 显然 共有 nr! 7 n!1(m — nit, 
这 里 m 为 分 形 霸 格 中 所 含 正方 形 块 总 数 ,而 n 为 形 连 键 正方 形 块 的 数目 . 根 
据 这 些 考虑 , 即 得 : 


mt 


_ Man 4 u 
Z, = ChK)"2^ (1 + mtb! K + ay M AK + 
' 
n on „yrth K +e + tht" K) 
= (ehK}™2" (1 + tht K)”. (5.1.38) 


显然 M = 4m. (5.1.38) 式 给 出 了 严格 的 (精确 的 ) ACS} RR. 


deo Rem lv . bday a ata. + 
Side E EET M Fr 7. 
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利用 已 知 的 配 分 函数 ,可 求 出 在 热力 学 极限 下 严格 的 自由 能 密度 yR 
示 式 .从 图 5.1.14 可 推 得 :N = 3X 5" -1,m = 5",M 一 4X5", 故 有 : 


f = lim (- KI Jinz, 


-- &T [Fin(chK ) *dn2 + lua + tht) | . o (5.1.39) 


“4K ux o5 A thK < 1,chK = 有 限 值 .因而 从 自由 能 密度 表示 式 看 出 ,只 有 
4 K= eof 相应 温度 T = 0) 时 才 产 生 奇 异性 ( 非 解 析 性 ) ,说 明 系 统 只 存在 零 
AHE. 
HK, KU RRR Re HERAT BE, To 的 关联 函数 定义 为 ; 
< oo, > = 4 Das yek Sn (5.1.40) 
可 将 右边 的 求 和 展开 : 


Gp og 2-22 oT de” 
n lai "om 
255220377 j1+ >Je,¢,thK 
+ Diba, 6, Co, 0, th? K Torn 


+ 25e, o, 07 (oi o, th K L. 
经 过 分 析 ， 可 严格 地 求 出 : 


2i: ^ K ) (25 + th’K ) 
1+ dh K 1+ thtK 
RELL 是 由 分 形 几 何 及 So, 之 间 的 连接 路 从 决定 的 量 . 关 联 长 度 为 : 


"D GT >= ( 


1+ th^K ] 1 
ark | 


34 K — 95, BI Peu dd £ — o; ti K ATE ARE, g 都 为 有 限 , 这 也 
LI A a ih FE 

在 其 他 某 些 特殊 分 形 晶 格 中 ,也 可 用 图 形 展 并 的 方法 fA RR SE OR 1 P7 
格 的 配 分 冰 数 和 关联 暑 数 ,读者 可 参考 有 关 文 献 


en 


- £94 - 分 形 几 何 理论 与 应 用 


5.2 ”临界 点 附近 的 非 平 衡 统计 力学 


5.2.1 ”临界 动力 学 的 基本 概念 "1 


LBP SRS PES) 临界 行为 , 本章 划 介绍 临界 点 附近 的 动态 行 
为 , 即 非 平衡 现象 . 

要 建立 起 描述 复杂 非 平 衡 现 象 的 理论 非常 困难 ,只 要 将 其 与 静态 临界 现 
象 理论 加 以 对 比 就 可 清楚 地 看 到 这 一 点 .在 平衡 态 理 论 中 , 境 则 上 只 需 找 出 系 
B8 3) 1 2E 3b dé Cn B E). 8 GOXE RB fie T2 XE G0 AGE. dp EE Ip SE SET ,这 
已 在 熟知 的 平 衔 态 统 计 物 理 中 得 到 解决 .然而 ,在 动力 学 问题 中 ,例如 ,系统 的 
弛 斑 过 程 ,还 需要 找到 位 形 的 时 间 演 化 ,物理 量 在 与 时 间 有 关 的 扰动 作用 下 如 
何 变 化 ,以 及 当 微 扰 搬 去 后 系统 如 何 趋 向 平衡 .在 临界 动力 学 问题 中 ,主要 兴 
趣 在 于 新 参量 或 其 他 慢 变 量 的 大 尺度 涨 落 的 时 间 演 化 .在 临界 点 ,系统 存在 无 
AK HK IS BE, TOR KE AE FEBR s BRT dk Pe "A RI 
Mik” MA. 

在 动力 学 问题 中 ,必须 建立 运动 方程 ,完全 从 微观 出 发 建立 运动 方程 迄今 
仍 未 完成 .然而 ,基于 物理 学 中 的 一 些 基本 原则 {如 守恒 律 等 ) 唯 象 地 建立 的 
方程 常 被 采用 .现在 采用 的 是 Master 方程 ,这 一 方程 支配 着 非 平 衡 统 计 分 布 
的 时 间 演 化 . 

实际 上 ,从 Master 方程 出 发 解 非 平衡 统计 分布 也 是 困难 的 . 现在 只 有 个 
别 情况 (1 HE) 获得 了 精确 解 .80 年代 发 展 了 实 空间 的 与 时 间 有 关 的 重 整 化 群 
{TDRG) 方法 ,成 为 解决 临界 动力 学 问题 的 有 力 工 具 . 

本 章 先 介绍 TDRG 方法 的 基本 概念 和 形式 理论 ,再 将 其 应 用 于 1 维 平移 
对 称 系 统 , 然 后 简要 地 介绍 分 形 晶 格 上 的 应 用 . 由 十 计算 上 的 复杂 性 ,详细 的 
计算 过 程 将 略 去 . 


5.2.2 TDRG 方法 3 


Tr fr 28 5 7r ER, A d Pa A OE P RS HEE BLU, ERR 
为 : 
vceREÁL (5.2.1) 


BT neut eagai $ ad NIMES . 
SEBGXSEEQG.. 0 inmib HERES 
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Koh et KIRKE, c RARR, Z EROS 3h E Mn FX — fic pede sib 
PRAT fal 5s FH EIE BERE RRK. 

REP FE d RE HE BEZE E TENE dio ds 8 i6 nh BRE TEE 6 E v ARF zs 
Bett oy fA RK D. LA fr nés EBD IPOD PE BO Sd PEUBCUR SEU E EB 7) 3€ 
中 , 重 整 化 群 变换 应 用 到 非 平衡 统计 分 布 图 数 上 ,但 须 使 它 所 遵守 的 Master 
方程 在 形式 上 保持 不 变 , 因 而 时 间 标 玉 也 需要 进行 变换 . 这 样 做 的 结果 ,使 动 
力学 标 诬 的 内 涵 与 系统 所 有 的 与 时 间 有 关 的 性 质 通 过 统计 分 布防 数 联 系 起 
来 ,这 种 空间 和 时 间 尺 度 均 进行 的 变换 称 为 与 时 间 有 美的 重 整 化 群 变 换 , 即 
TDRG Ms 这 便 是 临界 动力 学 中 重 整 化 群 的 基本 思想 . 

述 思 想 异 助 Ising 模型 串 表示 成 如 下 几 种 形式 : 

1. ARE PRET PM plot) 的 方程 式 

FH dR eet Ht AR ple, t) = plaate, out) PRE A Master 
方程 : 


e, SP Lo pss), (5.2.2) 


这 里 Ising AME o; — l,o 为 时 间 标 尺 ,起 着 将 系统 与 热源 耦合 的 作用 .五 边 
L 为 刘 维 尔 (Liouvile) AF ,决定 系统 的 动力 学 性 质 , 它 的 形式 原则 上 可 在 具 
体 问题 中 明显 地 写 出 ,但 试图 从 第 一 原理 出 发 ,由 哈密 顿 量 作 出 的 微观 运动 方 
程 来 确定 它 是 非常 困难 的 ,现在 都 是 唯 旬 地 来 确定 它 , 以 它 作 为 动 帮 学 问题 的 
基础 ,以便 提 供 一 个 合理 的 图 像 . 

2. Master #4289 E SE v, 

将 重 整 化 群 变换 TC ,so) 作用 到 Master 方程 上 ,注意 在 5,1 节 中 曾 采 用 
的 记号 «TU? Tino) 代替 ,我 们 有 : 

EG. o) delet _ -EiTGenLGObG.uD. (5.2.3) 
AF Te.) 与 1 无关, 因而 可 与 时 间 导数 交换 , 故 方程 左边 变 为 
702; $-T (1,0) pCa.) = To Eos D. 
右边 则 可 变 为 下 列 形式 : 
27 Ta. e)L(ce)p(o,.1) =- b L (pp e,i). 

最 终 Master 方程 变 为 : 


JUESRARSGOLO | Mae She BE 
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(rob) Sp (nt) =- L'(g)pin.t), 


co Ap Cpt) =- L'G p' Gi D. (5.2.4) 
重 整 化 后 的 Master 方程 (5.2.4) (5.2.2) 在 形式 上 完全 相同 ,只 是 : 
Plat) pnt), 
Lia) -L' Cu), 
ra tip + 
abr. 
这 里 ro 征 尽 为 : 
Ta = tah’, 
Ab 为 空间 长 度 重 标 因子 ,2Z 便 是 动力 学 临界 指数 . 
3. ple, t) 的 具体 形式 
问题 是 楼 对 p(a.t) 作 变 换 , 必 须 事 先知 道 它 的 具体 形式 ,显然 这 是 林 可 
能 的 .实际 上 ,如果 预先 知道 ple, 也 就 无 需 作 变换 了 ,因为 系统 的 非 平衡 
性 质 均 可 由 这 一 统计 分 布 函数 决定 . 现 将 pot) 写 为 ， 
pla,t) = plese sent) = pladele), (5.2.4) 
其 中 pla) = 1 /Ze OE od EHE AR PRÉC e CO 可 写 为 ， 


eG)-1* BORGO) 140. Rh, (5.2.5) 
=| 


这 里 O 为 自 旋 算 符 , 例 如 , 它 含 oog oo, ,…- 这 些 类 型 的 项 ; 口 ,h HAA 
分 量 Di ,Ai .(5,2.5) 式 是 一 般 的 表示 式 , 为 了 具体 计算 ,不 得 不 将 其 切断 , 切 
断 的 原则 是 保持 在 重 整 化 群 变换 下 ,它们 能 形成 参数 空间 的 不 变 子 空间 . 
迄今 流 行 两 种 切断 方法 ,一 种 是 令 : 
pM) = 1+ MAT, (5.2.6) 


Bh, So? 具有 磁 能 形式 ,对 o HOR MEM db LRA Bb [a] 28 9 e ic 
位 数 进行 计算 ,对 ; 求 和 则 是 对 格 点 进行 .这 种 切断 方法 称 为 磁 型 切断 ， 
另 一 种 切断 方法 为 : 


Ec kha o EEEE i 


第 五 章 分形 物 理学 简 介 - 197 : 


g(r) = 1+ M (omg), 


Eg? 


这 种 (co 是 一 对 最 近邻 自 旋 , 它 相 当 于 Ising PROCEED rop Et P Am, PP RE 
型 切断 .以 后 我 们 只 研究 (5.2.6) 型 切断 . 

4. Lig) 的 确定 

我 们 还 须知 道 L(o) 才 可 具体 实施 变换 . 确定 L(o) 是 建立 在 模型 基础 
上 ,两 种 最 常见 的 模型 是 :Glauber 模 型 一 一 假设 系统 中 每 次 (单位 时 间 } 只 有 
—4 BH dig E + BF Kawasaki 模型 一 一 假设 每 次 有 两 个 自 旋 的 取向 发 生 交 
换 . 这 两 种 模型 可 用 来 模拟 不 同 的 问题 .我 们 在 此 只 介绍 Glauber £299 ,在 这 个 
模型 中 ,Master 方程 右边 表 为 : 


一 DW lai saa an) plays ya. ane) 
了 
"AU 

+ DW Cri. oan play, — e, tay E) 
E 


7 — L(a)p(a.1) 

=- M-eg)WG)p(o,:1). (5.2.7) 
这 里 W, (o) 代表 处 于 a 的 状态 翻转 为 - 0, 的 概率 , W,(~ o) 代表 由 0, BE 
EA o, 的 概率 , p, 是 自 旋 翻转 算 符 ， 

BEC ot) = fle, sut. 
PRT EK ZE EE TE E , OU Ee YL EAE f| x do Ju 

JC RE AY . ELTE SE FB OS JI: Je 155 HB 40 BOF f ZR RSE. CHEETA 
FUE EEIPIEOCBETEEERE E 3 TCR eS. 因此 要 使 (5.2.7) 
式 中 求 和 号 内 各 相应 项 在 p(s ,41) RA fü Hei 41 pl) 后 应 相等 ， 
E} : 


Wa p,(ai. yas yan) 
= W,- a) pops. — yan); (5.2.8) 
或 
(1 — &2W,(o) pela) = 0, 
现 将 (5.2.8) 式 具体 写 为 : 
W (a) g © 2^, 
Wa) Ke eo, 


(5.2.9) 
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其 中 >， 只 对 六 的 最 近邻 进行 求 和 .(5.2.9) RB RET RRS LE, 
但 还 不 能 唯一 地 确定 W, (o,) ,因而 通常 取 : 


1 
peat, — a. .an) ]2 
W, Cg) = 四 Ca (5.2.10) 
在 1 维 情 况 下 ， 上 式 具 体 化 为 : 
W,(o,) = expl - Ko la, 4 + Gard. (5.2.11) 
综 上 所 述 , 现 将 Master HERSH: 
一 Did gpla.t), 
其 中 ， 
Big =- y. 


Z = BWG- p). 


5.2.3 TDRG MAF 1 BH Ising BH: 

Nits Fh 7125 89 — X d ASE RE OR zh Ee PR KOZ. ou omm 1 维 
Ising 自 旋 系统 , 它 能 清楚 地 显示 实施 TDRG 方法 的 各 种 步骤 及 技巧 ,为 研究 
其 他 较 复 杂 的 晶 格 ( 如 分 形 裔 格 ) 打下 良好 的 基础 . 

设 自 旋 系 统 最 初 在 微 扰 下 处 于 非 平衡 态 , 当 微 扰 搬 去 后 ,系统 逐步 地 朝 平 
衡 态 演化 ,这 一 过 程 的 特征 时 间 为 弗 陪 时 间 . 

l. Glauber — Master 方程 的 建立 

采用 Glauber 模型 ,Master 方程 可 写 为 : 

jp =- DEW, lsa an pU uma NE) 


"uni 
+ SW, lors c atten) Pare m ay aye) 
J 


=- L(a)p(a,t) 
=- X G- pW, Ce) plae) 
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=~ Ggla,t) 
=- SG ¢lo.e). (5.2.12) 
其 中 分,(9,) (5.2.10) 式 给 出 ,而 plar) ECS 2.6) RBH: 
plod = 14+ h(t) Yo. (5.2.13) 


注意 到 在 Y TE p W, , 它 可 表示 为 : 
pe a= p, Wo) 
= exp! K Mes, * 1 Jexpi - Ko,Co,., + 0.4) ]. 
显然 , 它 代表 在 p, HRA PHA To, So, ,和 | 之 间 的 相互 作用 项 ,如 图 
5.2.1 所 示 . 又 利用 (5.2.13) 式 可 得 : 
Zp =pPU- py 


= p? (2o )h (1). 


Fl d, Gr 


疼 5.2.1 p'? 的 示意 图 
2. Glauber ~ Master 方程 的 重 整 化 群 变 撞 
现在 着 手 进 行 重 整 化 群 变 搞 ,使 用 Decimation 方法 ,变换 算 符 取 为 : 
Teao) = [|8to, - z). 

在 方程 (5.2.12) 左边 只 包含 两 种 项 ; 一 种 为 户 项 ,只 一 种 为 Ap Doo, 项 .我 们 
将 分 别 研究 这 两 种 项 | 

H T o) 作用 于 p, 项 ,并 对 lei 求 和 ,可 得 : 

| [Ack en = []AchK O + pthK’) 


NO Ko, fee teu 
= | loe 


e 
FILII 
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=J] > ch? K[1 + 69,1; C + pee thK 


1 
deed 


ur math K] 


= | [2c K[1 + prthK’,. (5.2.14) 
由 此 可 得 : 
thK = (PK, (5.2.15) 
1+ th K \2 1 —th'K \i 
A - 21 ek] = 2chK (1 b] (5.2.16) 
一 般 地 , 若 长 度 重 标 因 子 为 b, WA: 
thK’ = the ， 


i 
- 6-1 Lath? 
A= eh der 


H Teo) 作用 于 hp, 2.20, 项 ,并 对 1o| 求 和 时 ,应 区 分 两 种 情况 : 若 o, 下 标 


HBR, AAP o, RA uui pu Ca) BOW p Ca) MARRS HRA bu) = 
| h b. eis o; PRR AAR, BM ono MEX Lo] 进行 求 和 时 产生 
h DS Pe G21+1 —h pte > 82:1 ic^ KÍ1 + OH, Bath K 


+ O24 + pe thE J} 
=h pal 26b? K(ObK0s + na), (5.2.17) 
| 这 里 20 代表 在 重 整 化 后 的 p GO 中 缺 掉 jx Sy 间 的 相宜 作用 项 及 
we ASE: 
pe Ce) = pl ACRK'O + pe py thK'). 
注意 到 : 


l l 
1 M I y 
| chK = 6 RK) = rue] i 


(5.2. 17)5& f n] SH: 


1 . thi 
DN = hp, 14 mop EK US + oui) 
(0 thkK 
| =A p, 14 eR t Hiri) (5.2.18) 


| Dalee i. aber uE 
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其 中 当 a4 =- 44 时,(5.2.18) RAW AS LS us = ye CBM eua = 1) 
Af (5.2.18) 式 上 共有 非 零 值 .综合 以 上 可 得 : 

UC hb. pe, + OR p, gu i) + SBCA D, a2, 41) 
th. & 


=A be Cpe, + Ha) +h Pe 1+ th? lo ueK (4 (T Uu) 
f thK 
= hp. [1e CBE ose us (5.2.19) 
车 经 重 整 化 群 变换 后 的 (0 表示 为 ， 
eg) = Ltk (Mp, 
对 照 (5.2.19) 式 ， 立 即 得 中: | 
2thK X. 
h ZI JI (5.2.20) 


在 (5.2.20} 式 中 ,分 于 上 出 现 的 因子 2 来 源 于 及 pon a 和 porn 经 变换 后 
分 别 产 生 的 因子 (p_i + uu) 和 (p+ p11) ,因而 每 个 都 出 现 2 次 . 
变换 弟 挫 关系 (5.2.15) 式 的 不 动 点 K^ = c ,因此 立即 求 出 该 点 的 4 值 


为 : 
Ast AKT > 
REMF, 
a=b. 
现在 转 到 研究 方程 (5.2.12) 右 边 的 变换 ， 它 包含 如 干 形式 的 项 : 
BWG- bh GO Do, = 2h ipe, . (5.2.21) 


注意 到 BU DAR o , 即 与 o BK, 因此 ， 变换 作用 子 pU o, 时 ,必须 区 分 : 当 
= 2i+1, MEX TG, a)b(j)e, = 0, 94 , 一 2; 时 ,相应 的 自 旋 变 为 p， 
但 e; Eas, 和 u ZARA ,这 可 由 图 5.2.2 显示 出 . 


i See B eak oa PITE 
-和 
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Fu LL : Oye. 
DU M M — 
B. | ue. 
P fe 
i el ———— ———— À b [ —— — ee 
fF | & fee, 


图 5.2.2 jp, My, , 5 p, 之 间 不 存在 焕 合 
所 以 ,变换 后 得 到 : 
AT p VIl = A Ipe GOW; le). 
前 面 因子 AW? 的 来 由 是 m 与 上 zl RS 0E E 1L (512.130 式 的 计算 少 掉 A? 
因子 .但 onigi 和 onoi 两 部 分 的 贡献 也 应 如 上 ,其 结果 为 : 
De = S chK (1 + p, 102, LE) 


72-4 


=2chK. 
BEEE REER (5.2.21) 式 变 为 : 
2h QchK ? A? 9 OOV O Go, = 2h S, Cp 20 P Cpe) ps 


这 里 已 令 


2 
“= (ZRK ) 20 2, 
E K 的 不 动 点 K， = co , 求 得 ， 
EH 
(p 二 2 


最 终 ,对 Master 方程 (5.2.12) 两 边 进行 空间 重 整 化 群 变换 的 结果 可 使 它 的 形 
式 保 持 不 变 , 只 需 相应 的 量 作 如 下 变化 : 

(plo,t) — py, t), 

X(o) — V (n), 


$(o,t)  og(u,i, (5.2.22) 
; À 
Tg — To = To "n Arp. 


" H " Mar x 
de, SE Edad | uw GUY d. 
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在 (5.2.22) 式 的 第 四 个 式 子 中 ， 按 5,2.2 EXA.: 


=2% = 4. 
所 以 ,动力 学 临界 指数 Z = 2, 这 一 结果 与 精确 求解 结果 完全 一 致 


5.2.4 无 分 支 Koch ROMA WAS. 


现在 来 研究 分 形 品 格 | 的 临界 动力 学 ,对 这 类 系统 ,迄今 还 未 获得 过 严格 
的 解析 结果 ,几乎 所 有 的 处 理 都 是 用 TDRG 方法 . 

这 里 选择 -- 奖 最 简单 的 易于 处 理 的 无 分 支 氏 coch 曲线 作为 例子 ,研究 在 它 
上 面 的 动力 Ising 模型 的 临界 动力 学 . 


1. ASK Koch 曲线 的 构造 和 临界 动力 学 方程 


TAa Koch 有 曲线 用 证 述 过 程 构成 :第 ;级 的 每 段 用 含 ! 段 的 生成 元 取代 ， 
而 形成 第 nn + 1 级 ,长 度 重 标 央 子 为 6. 图 5.2.3 给 出 5 一 3,1 = 4 时 无 分 支 
Koch 曲线 的 构造 ， 


E, 


图 5.2.3 6 — 3,1 = 4024 Koch 曲线 的 构造 


D TE S Ae m, sed 
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在 进行 重 整 化 的 时 候 ,将 第 moe 1 级 通过 Decimation 消 约 掉 所 有 内 部 自 旋 
而 成 为 第 ”级 , 自 旋 数目 由 N MPN .引信 下 列 简化 记号 : 
y=thK, — y = tK. (5.2.23) 
Master 方程 左边 变 为 : 
Ta i1 T(gp.o)pigs.y.h) = a Abb Gao hd, (5.2.24) 


HP plo, CAREER ploy A) ,有 以 表示 它 包 含 参数 KOB Y) fü a. 
同时 ,参数 ”和 中 经 过 重 整 化 群 变 搞 为 ; 
y 三 th K = yh 
MEM (5.2.25) 
这 里 1 代表 在 重 标 因子 5 EB SS PEEL 根 键 ,!(5.2.25) 式 便 是 参数 KCB y) AE 
换 弟 推 关 系 .p Sp 的 “ 配 分 函数 ”相差 因子 AU EZ = ANZ, 


_ 410 (chK 94 
A =? KO . 


Master TEAMA Dh pe, 项 ,由 于 pO = pW, 是 来 自 细致 平衡 的 ， 
E s, 无 关 , 因 此 对 那些 经 变换 不 留 下 的 自 旋 有 D oo, = 0, 而 对 留 下 的 


po 项 ,除了 围绕 A 的 相互 作用 消失 外 ,其 他 与 p 没有 什么 区 别 . 所 以 p? 
的 生成 元 只 由 ! - 1 根 键 组 成 , 对 这 种 键 的 生成 元 进行 求 和 后 ,得 到 因子 
2! 1(chK)f71 ,而 不 是 A . Master 方程 右边 经 变换 得 : 


N N 
31 TG 2) ape, = | Geh 71 D aO 
ET m T 


这 里 ， 
2 
w 5 SE = (1 y* y eoe + y UTD 1 (5.2.26) 
2. APR Koch t 265 zb 7j s Ra d 
在 (5.2.26) 式 中 已 利用 : 


1 
2 = rr 
ch K = TK’ 
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--— i E 1 
“t—th?K’ 1-th”K' 


AE BRBA y" = l,o 5 0 = 64, AA 


epz 
H b 
[DET 
574 PA 25, 
M 
Bi fe BÍ iB: 
Z= Zy = 2d, = led, (5.2.27) 


其 中 v 为 关联 长 度 临 界 指数 .» 是 根据 递 推 关 系 y = vi 在 不 动 点 y”= 1 附近 
线性 化 ,并 按 定义 求 得 : 


2) 
1 Eutr 
1 _ a soda 
T Iné ^ ln5' 


以 上 研究 了 由 (5.2.6) 式 切断 型 求 得 的 动力 学 临界 指数 ,如 果 采 用 (5.2. 
7) 式 能 量 型 切断 进行 计算 ,可 得 : 
y = yi 
-1 ch/'CK +h) 
A =2! "T ; 


A = Agh = th = buh, 
Master 方程 右边 一 个 典型 项 的 重 整 化 群 变换 为 : 
2; TG 0) bU ugs = (p) u22 ghi CK + h)A by pya 


S(p Pa Cy Y^ uuu. (5.2.28) 
值得 注意 的 是 (5.2.28) RAV p uo. 而 不 是 pp, ,这 是 由 于 g(a,t) 
中 两 个 自 旋 相 乘 的 结果 .在 不 动 点 ,Z 为 : 


这 个 结果 与 (5.2.27) 3& — Be, BL fe gi 4058 HE URBE Hb E (DC 5 10 BEC ol 
下 ,系统 具有 相同 的 动力 学 临界 指数 Z 


^ 4d C DE o s 1 ok Es 
gu rr EM RAIL SUE. 
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5.2.5 分支 Koch 曲线 上 动力 Ising PEE Bj RAS 


1. 4 X Koch BAS HS JR ou A E 

下 面 讨论 分 支 Koch 曲线 上 Ising 模型 的 临界 动力 学 .图 5.2.4 给 出 分 支 
Koch H ££ laf iiij — PMR, CR b 7633 SRR AN. BIL HE 
变换 将 第 s + 1 级 变 为 第 n 级 结构 FRA DR UK BRAK’. 


n=] 


图 5 2.4 分支 Koch 曲线 的 前 三 个 构造 阶段 
很 明显 ,分 支 Koch 曲线 与 无 分 支 Koch 曲线 的 不 同 之 处 是 存在 两 类 不 同 
的 格 点 (就 如 5.2.4 而 言 }, 育 的 格 点 配 位 数 为 2( 例 如 ns 格 点 ), 有 的 格 点 配 位 
数 为 3{ 例 如 ws 格 点 ) .因此 在 p(s,z) 的 表示 式 中 要 引 和 人 两 个 分 量 磁场 有 = 
(ho kz), FER 2,3 代表 配 位 数 的 数目 . (KK ha 5.) 构成 整个 参数 空间 的 不 变 
子 空 间 . 在 进行 重 整 化 群 变换 时 ,产生 y Sy BE ACB KU 5S K 之 间 的 递 
推 关系 ). 这 点 很 容易 从 静态 重 整 化 群 变换 求 得 . 现在 主要 是 需求 出 重 整 化 的 


PU TITTEN 
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R= (hb) 58 hs (hh 的 变换 关系 , 求 出 其 变换 矩阵 . 为 此 , 注意 
Master 方程 左边 出 现 如 下 两 类 项 : 

(1) 2j 5G) EAD AS HOME GG HE Decimation 变换 宜 接 求 出 ,变换 成 
Pe. 

(2) hy 9] p. Coo, Æ o, BA TDRG 方法 处 理 后 要 保留 的 自 旋 po, MUR 
EARRA Ape m GEE h, Hh, SERES OELIILILLIES 
如 国 $.2.4 中 的 85,10, 0, MERA: 

Su tutt ttt t, s, 4 haa, + ha e, ) 
val ! 3 3 


= 2, Pe Gas, * hate, + haa.) 


= [ fGha ha) ga + glhir hao us Cp, 207 (p), (5.2.29) 


其 中 pU KIC T © (CORE BUR TEBETE A) BOR YS uius HI 
生成 元 有 关 的 那些 项 .经 重 整 化 后 ,ye 与 as 的 配 位 数 分 别 为 3 和 2, 因 此 ,它们 
HRPE hu 和 hs 相 联 系 , 故 可 写 出 下 列 变 换 关 系 ; 


(ha = ha + fEhs,h3), 
5. (5.2.30) 
iha = ho + gha, hs). 


其 中 f Mg WA haha SRE PAR sx I ESE. e S HB E 8 


FARE A: 
网 b. 
|= A . 
hs ha 


2. 分支 Koch MAM SAPS RH 

在 Master 方 程 右边 会 出 现 如 下 形式 的 项 : poh, ,其 中 有 的 oa; 项 可 能 在 
重 整 化 过 程 中 要 消去 ,这 种 项 贡献 为 零 ; 有 的 s, 项 可 能 要 保留 ,对 这 种 项 的 图 
示 见 图 5.2.5. 


RE. a SEE ESTEE 
ER see Sabo a ERE o- 
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Ca) 对 应 ps Ay. 项 Cb) 用 来 计算 B 
图 5.2.5 Master 方程 右边 项 的 图 示 
如 图 5.2.5 ,pp; 点 的 配 位 数 为 3, 因 此 计算 结果 应 含 因子 ACR? HHA 
来 自 : 


K 2 
"atg Kiu, ta a +a 可 +a gc +a tty} 
Ae = e Pep yap ag tg 2, ag 03473, 
$m ve 
21 "a5 ay 


而 BB 来 自 图 5.2.5(b) 对 所 有 自 旋 o, oos co, 求 和 的 贡献 .对 配 位 数 为 2 的 格 
点 可 类 做 进行 计算 , 那 时 出 现 因子 A 2B? 最终 将 Master 方程 右边 变换 所 得 


RRMA: 
hy T 
dt] 
fia Aaj 
这 样 , 只 有 算出 A MO 的 本 征 值 , 取 其 最 大 本 征 值 之 比 便 可 求 出 : 


A 
em (5.2.31) 


C max 


以 上 计算 的 细节 很 村 ,在 此 均 予 以 略 去 ， 计算 结 果 为 ; 
z-l«a, (5.2.32) 


E 525r 3 TE HR AB IR]. SE ER E(5.2.32) 式 纵 出 了 一 个 联系 动力 学 临界 
指数 Z 和 关联 长 度 临 界 指数 * 的 新 标 度 律 ， 

应 当 强 调 , 在 (5.2,31) 式 中 用 最 大 本 征 值 之 比 来 确定 Z 并 不 是 总 是 正确 
的 ,最 新 的 研究 表明 ,矩阵 A 与 8 是否 是 可 对 易 的 起 着 重要 作用 .一 般 性 讨论 
表明 ,动力 学 临界 指数 应 为 : 


& = 


四 "T Gb) owutoa BER 
cM Bal a a. EET cip a d s 
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A max 
max 
7 — ee 


lne 
iX PEE BEG LI AT B9 fer RA E ir i eR AREER A 与 0 不 
可 对 易 的 情况 下 . 


5.2.6 1 维 平移 对 称 晶 烙 上 动力 Ising 模型 的 严格 解 1'' 

本 节 介 绍 迄 今 临 界 动力 学 中 存在 的 仅 有 的 严格 解 , 它 是 对 1 维 平移 对 称 
品格 来 讲 的 . 

l. | 锥 平移 对 入 品格 上 动力 Ising 模型 的 Master 方程 

We | Hae Ma LEE ling 自 旋 , RUA ERA K = 
J/RTCK > 0). CM RA BMRA: 

- pI = Koo, (5.2.33) 

系统 与 外 热源 相 接触 ,并 处 于 非 平 衡 态 ， 在 系统 状态 演化 过 程 中 的 跃迁 率 为 
Wop BERKA Glauber 假设 , 试 为 单位 时 间 内 每 次 只 有 一 个 自 旋 翻 
转 , Master 方程 写 为 : 


N 
Slayer. (NE) =- 2; W, Ca) PCa sta. tant) 
= 


N 
+ 3w- a player, ~ Bs, one), 


TE 


它 支 配 着 系统 状态 的 演化 .例如 ,如 果 系 统 最 初 在 受 约 束 的 条 件 下 处 于 用 分 布 
函数 ploe ont) 摘 述 的 某 个 非 平衡 态 , 则 经 过 一 段 弛 琼 时 间 后 逐渐 趋 
向 平衡 态 , 它 的 演化 过 程 由 Master 方程 控制 .正如 (5.2.10) 05.2.11) 起 
SA BR AR , BRE BOSE AY (5.2.11) aS eR AA 

et hate ite) COE 4 28412] 

I 士 一 5 lote, 1 十 a,+1)th2K | ` 

可 选取 : 
l -Falai +a), (5.2.34) 
其 中 e HR HA: 


ibe Rae a AMO " | 
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r = th2K. 

显然 ,这 样 选取 的 跃迁 概率 既 满 足 细 致 平衡 ,又 依赖 最 近邻 自 施 o, | 和 ou. 
MEXR gl) 为 自 旋 o CO 相对 于 planean) 的 统计 平均 值 , 它 
也 是 时 向 2 的 随机 阔 数 ; 
qt) =< al >= Sisi ploy. sot). 
HE, Am CP ELE ER DETTO RA: 
rgit) =a a, Cou) > 
= Sha, a, play. ant). 

ial 
FE Master 77 £2 VE IL y 9I 3 oo, 和 a o, HEMT Lo] 求 和 , 便 得 到 gl) 和 
raft) 所 满足 的 方程 : 


d 
qe 6 UC) --22ja, Wi(a,)p(a,. ont) 


=-2< ol) Wilo) > (5.2.35) 
和 
ira) =- 297o, se| Wo) + W, Cop) | pla, ot) 
=-2 < o(()0CGOIW (s) + Wilo) >. (5.2.36) 


**(5.2.34)35 45 (5,2, 35) 05.2. 36) eB. 


die —— quit) + Fial) + gilh, (5.2.37) 


air CO --2rgj(t)- Tina it ryan) 
+ rrak) + raa. (5.2.38) 
方程 (5.2.37) 和 (5.2.38) 便 是 以 下 讨论 的 新 出 发 点 . 
2, 严格 解 


首先 求解 方程 (5.2.37) .为 此 定义 下 列 生 成 函数 : 


Fat) = 5, M qui). (5.2.39) 


= om 
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33; $8(5.2.37) FSR a’ JER e ck mn] ds: 
X at FGD =- F(At) + 30 +a DEC). 

方程 的 解 为 : 

F(at) = F(A Q)e "3072 er, (5.2.40) 
其 中 因子 227750 dA ERE HERE Bessel PRACT, Co) KERES: 

EIE Lp Y A"L, Cr), 
iH, 
Iæ) = : "ICD. 
因此 (5.2.40}) 式 改写 为 ; 
F(at) = Fa,0e7* D) A*L Cree), 

再 利用 (5.2.39) 式 可 得 出 : 


galt) = e7 Dg (DI rat), (5.2.41) 


这 里 9, (0) A m TRA BE? = 0 时刻 的 初始 值 , (5.2.41) 式 给 出 
了 方程 (5.2.37) 的 严格 解 . 

其 次 ,求解 方程 45.2.38) .注意 到 关联 蚌 数 a) = < ooo >= 
1, R10 (5.2.39) 式 对 +, 不 适用 .为 了 避免 出 现 这 一 例外 ,可 定义 re 为 : 


rakt) ry, p>, 
raft) = 3 - ryt} + re, “MOR, 
0, Mg = ek, 


XH, 为 平衡 态 时 的 < oo, > , 即 : 
=< any >. 
=(hK) 57, 
ra(t) BASH 05.2.38) 完全 相同 的 方程 ,类 似 于 (5.2.39) SIAM FE 
Mm ee: 


F(ÀA,,As.1) = M MAb alt), 


pT 


cade Sa RE SECLOS ak Bae 
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醒 可 由 方程 (5.2.38) 产 生 下 列 方程 ;: 


d ~ - 
dC ai) P on =—-— 2F(aA,,A2,2) + $i + AL YF A2,2) 


+ 3 a + Ag!) FCA1,A2,¢). 


容易 求 得 下 列 解 (对 IR 
ra G2) o rh +e?" Sn Q0 7 75] 


- 42h. ,Crat) Fu C rat) ^ I, Vrat) I, ;Crat)] , (5.2.42) 
其 中 rm 人 0) 为 初 值 . I, AMEE Bessel BR. (5.2.42) 3X (8 BH 88 (5.2. 38) 
的 严格 解 . 
上 述 严格 (精确 ) 解 是 1963 年 由 Glauber 完 成 的 .已 经 发 现 , 如 果 在 哈密 顿 
量 中 加 入 次 近邻 相互 作用 , 便 几 乎 不 能 求 出 严格 解 . 
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第 六 章 


分 形 动力 学 及 物理 实验 


.上 表面 和 界面 生长 动力 学 


CN 


m} 


6.1.1 5| 


VF B ESL LÉIIEEIESCIGEBNSmSEAXImS mS 
We xk FEBUPUIT LIE IR RA IRE KKE. BRO. ER 
pz. Bh. 侵蚀 、 多 孔 介 质 中 的 流体 流动 ， 以 及 生物 生长 
等 ， 在 生长 或 形成 的 过 程 中 ， 当 和 愤 甸 的 发 展 既 不 是 稳定 的 部 
不 是 不 稳定 时 ， 系 统 所 具有 的 花样 (patem) 是 一 种 界 平稳 
定 状态 的 粗 化 界面 (rough surface)， 这 时 系统 能 很 好 地 用 白 
仿 射 分 形 (self — affine fractal) RRC. 

近年 来 ， 人 人 们 对 界面 生长 的 动力 学 过 程 进行 了 许多 研 
究 ， 并 取得 了 很 好 的 结果 I*5' .这些 进展 主要 昆 由 于 人 们 对 
在 随机 界面 生长 过 程 中 所 具有 的 标 度 行为 和 系统 能 够 自然 地 
发 展 为 稳 态 的 认识 ， 尽 管 在 系统 中 不 存在 一 个 特征 时 间 和 空 
fa) AE. {ASE FR REAR AR (scale — invariance) 积分 形 的 一 
般 概 念 之 上 的 、 描 述 界 面 生 长 的 动力 学 标 度 方法 ， 已 经 成 为 
研究 界面 生长 的 标准 语言 . 

产生 粗粮 的 表 而 ,一 般 包 括 以 下 三 种 情况 : 

(1) MAR Hw, MAREK, RAT, BE. 
喷射 、 涂 层 ， 以 及 各 种 生物 生长 . 
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(2) 靠 移 去 部 分 物质 ,如 化 学 分 解 RBS 
的 打 毛 过 程 . 

(3) 除 毛 述 两 类 之 外 ,还 有 一 种 配 没 有 如 人 又 没有 移 走 物质 的 过 程 ,如 在 
断 绚 和 不 同 状态 物质 的 界面 . 

由 此 可 见 ,表面 科学 的 一 个 非常 重要 而 又 复杂 的 问题 ,是 粗糙 界面 的 动力 
学 的 研究 .此 外 ,界面 的 动力 学 粗 化 问题 是 一 个 远离 平衡 态 现象 的 费 型 问题 ， 
最 近 几 年 的 发 展 非 常 迅速 .在 表面 科学 各 个 不 同 的 研究 方面 ,人 们 提出 了 各 种 
各 样 产生 粗糙 表面 的 模型 ,建立 了 几 个 动力 学 方程 ,并 发 现 了 一 些 普 适 标 度 指 
数 类 .因此 ,本章 将 对 这 一 领域 进行 较 全 面 的 介绍 . 


6.1.2 自 仿 射 分 形 


1. 自 仿 射 分 形 的 定居 
自 仿 射 分 形 是 指 那些 上 共有 仿 射 变换 不 变 忻 的 客体 :如 果 一 小 块 分 形 以 一 
和 神 各 向 异性 的 的 方式 放 太 , 击 放 大 后 还 能 与 整体 相似 .这 里 特别 要 强调 的 是 ， 
各 向 泽 性 的 长 度 再 标 度 .通常 , 自 相似 分 形 是 指 在 各 个 方向 上 以 及 不 同 尽 寸 上 
都 是 相似 的 ,而 各 向 异性 的 长 度 再 标 度 是 指 对 于 不 同 的 坐标 方向 上 ,其 标 度 因 
子 是 不 同 的 (有 关 盘 早 文献 见 B.B. Mandelbrot 各 R.F. Voss f] 3; Sx ely, 
大 家 知道 ,粗粮 的 表面 (界面 ) 能 用 无 处 串 微 单 值 的 自 仿 射 陌 数 来 描述 . 
ADIAR h(x) BA 
hiat) = Ap eA, AALE ,Ar ) (6.1.1) 
的 性 质 , 这 里 H; 称 为 粗糙 度 或 Hurst 指数 或 粗 化 指数 .从 标 度 观 点 出 发 , 典 
ALS UB -AR EEREN, A v, 都 是 等 价 的 .从 而 (6.1.1) 式 有 一 简单 形 
X: 
hGr) =a hiar). (6.1.2) 
例如 ,在 只 有 一 个 变量 r HE FR 05.1.1) RRR ATH RAE oH 
收缩 一 个 1 /内 子 ,然后 重新 以 因子 4 三 标 度 函数 值 (也 就 是 在 垂直 方向 ) 0E 
化 .这 样 的 操作 对 于 一 些 具 有 确定 性 的 自 仿 射 清 数 来 说 是 能 够 精确 实行 的 ,而 
对 于 不 具有 确定 性 的 无 规 函 数 , 这 种 操作 仪 适用 于 贿 机 情况 . 
# (6.1.2) pi A 可 在 不 同 长 度 x 上 分 段 来 描述 , 则 叮 以 证 明 (6.1.2} 
式 等 价 于 平均 宽度 W(x), 并 且 具 有 指数 万 ,在 1 维 情形 下 ,也 就 是 ; 


Cbr Erit, e Pgh A be 
N 站 
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Wir)Sr”, (6.1.3) 
这 里 Wir) s <A lr) >-< hlr) > 表示 在 间 段 为 xx 的 区 域内 求 平 均 , 另 
外 ,两 点 相距 为 x 的 高 度 差 则 可 以 标 庶 为: 
<A x) hle) > ex". (6.1.4) 
总 之 ,(6.1.1) ~ (6.1.4) RRS BRL SEIT GR, ECT GE Sin 
各 种 不 周 表 达 方 式 , 能 看 成 为 是 一 种 类 似 的 过 程 . 
2. 自 仿 射 分 形 的 例子 
为 了 理解 上 述 自 仿 射 分 形 的 定 立 ,证 我 们 来 看 几 个 例子 : 
(1) 确定 的 Weierstrass 一 Mandelbrot 函数 ( 实 部 ). 该 函数 的 实 部 为 : 


c(x) = SY Lacoste) (6.1.5) 


pc 9n 
(6.1.5) 式 可 作为 一 个 定义 在 有 限 区 域内 确定 的 自 仿 射 分 形 ,如 图 6.1.1 所 示 
为 Weierstrass 一 Mandelbrot PR B 3E 8B(O.5,1.0). 
此 图 与 由 计算 机 模拟 计算 出 的 自 仿 射 无 规 表 面相 似 . 


图 6.1.1 Weierstrass 一 Mandelbrot 葡 数 的 实 部 [0.5,1.0] 
Hl D<2M Sb > 时 , 它 的 一 次 导数 处 外 发散, 尽管 它 本 身 仍然 是 连 
续 的 .如 果 我 们 用 n + 1 RE MB SUL ER RE ERR: 
c(r) =b 9 Polar). (6.1.6) 
可 以 看 到 ,(6,1.6) 式 等 价 于 定义 (6.1.2) Ñ. 


Hc. DAP bo Ah Re ATT Bg 
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事实 上 ,cf(z) 能 被 视 为 一 个 Fourier 级 数 , 因 为 在 频谱 上 具有 一 频率 o" E 
共 零 铺展 到 无 限 的 ,所 以 c(x) 是 不 具有 特征 长 度 标 度 的 .类 似 地 ,一 个 具有 
粗 作 指数 号 的 随机 自 仿 射 图 数 的 Fourier 谱 的 系数 4 人 1) 是 独立 的 Gauss 2C ME 
变量 ,从 而 其 绝对 值 能 以 下 列 震 次 律 对 其 频率 进行 标 度 ; 

LACE) nef EG. 

(2) Brown 点 状 的 自 仿 射 函 数 .一 个 限制 在 1 维 无 规 扩 散 的 粒子 ,其 点 的 
位 置 作为 时 间 的 函数 ,可 以 看 成 一 个 确定 性 的 自 仿 射 函数 的 例子 .如 图 6.1.2 
所 示 , 有 由 一 个 在 单位 间距 .上 的 弟 推 过 程 能 产生 自 仿 射 分 形 : 把 具有 反对 称 字母 
“2 ”形体 分 成 4 段 , 用 前 一 时 刻 的 整体 形状 代替 其 每 一 段 . 其 中 每 一 段 的 2 个 
端点 都 视 为 一 个 矩形 的 对 角 点 ,每 一 个 振 形 又 分 成 4 段 ,每 一 段 又 用 “2Z” 形 的 
eT SAX. 同时 保持 其 舌 转 在 相同 的 位 置 , 即 每 一 次 翻转 都 发 生 在 “2Z" 形 的 中 
BE 6.1.2 表示 其 前 三 级 选 代 . 当 和 迭代 成 为 无 限时 ,此 应 数 成 为 自 仿 射 的 . 


图 6.1.2 “Z” Æt 
容易 发 现在 第 三 级 (n = 3) 情形 下 , 当 系 统 放 回 到 第 二 级 (ma = 2) 时 ,小 
区 域 在 水 平方 向 议 4 ON ESL ,而 在 垂直 方向 以 2 为 因子 而 扩大 .对 许 一 个 自 仿 
射 分 形 (n — œ) ,这 样 的 再 标 度 在 所 有 的 长 度 尺 寸 上 能 导致 完全 重合 当然 ， 
对 于 物理 客体 ,总 是 存在 一 个 没有 贡献 的 几何 特性 上 的 下 限 , 即 切 断 长 度 . 
(3) 无 规 分 数 Brown 函数 ,在 自然 界 的 自 仿 射 分 形 通常 是 不 确定 的 .如 图 
6.1.3 BrzR 73 3 维 自 仿 射 表 而 ,是 一 个 定义 在 高 维 的 无 规 自 仿 射 阴 数 .此 函数 


os habe ERE E E 
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80 3 FEAR TERESI HE Brown s e. MY t oe AF DL E a MO b RE E Jt 
(6.1.4) HÆ 1 维 空间 上 的 粒子 运动 .对 于 产生 一 个 具有 任意 指数 为 的 表 
面 , 能 用 构造 一 组 无 规 日 具有 分 布 f+ 2 18 Fourier 系数 的 方法 ,再 构造 出 这 
样 的 表面 呈 


图 6.1.3 34 AN A 

非常 有 趣 的 是 ,Brewn 点 迹 的 零 集 是 一 个 共有 分 形 维 数 品 = 1 — Hf 
通 分 形 Cantor 集 . 这 里 所 指 的 零 集 是 具有 直线 hlr) = 0 的 点 迹 的 截面 . 类似 
地 ,Brown 终 形 的 零 集 是 一 个 各 向 同性 的 具有 Dy = 2 - H IE SAE. 

不 像 自 相似 分 形 那 样 , 自 仿 射 表面 不 具有 单一 的 分 数 维 数 , 它 的 全 局 行为 
是 用 一 个 整数 而 且 小 于 它 所 吸附 的 空间 维 数 DD 来 描述 的 ,而 局 部 性 质 则 可 用 
一 个 局 部 分 形 维 数 来 描述 . 

我 们 使 用 第 一 章 中 定义 的 Bouligand 维 数 ; 


D = Ds = lim iN CD 
=o in( +) 
这 里 取 直 径 为 | 的“ 立方体" METRE SS 再 用 (6.1.4) o£ UL88 JS BR A es 89 43- 
形 维 数 . 

BRO 之 日 之 1, 由 (6.1.4) 式 ,我 们 有 : 


(6.1.7) 


PET GRANT NEN E EIUS AN 
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相应 地 ,用 来 描述 大 尺度 行为 的 全 局 Bouligaud ZO 1. 0E S3 1 EA“ AN 
E AE at 一 个 长 度 远 远大 于 宽度 的 客体 ,所 需 立 方 体 的 总 数 反 比 于 立方 体 
的 尺寸 ,也 就 是 说 ,有 全 局 维 数 : 

De = Dass = 1, 
Bp : 


D, = lim -- 


fo 
In 


一 | 一 | 
II 
— 


我 们 将 看 到 ,h(x) 的 小 尺度 行为 能 用 来 决定 其 局 部 分 形 维 数 DD, = Dya 考 
BEHE ox AAC a) 最 大 的 变化 为 : 

max[A(rz)]-— minl Airlla". 
另 一 方面 ,为 了 覆盖 一 部 分 长 度 为 Br Wa (2), BAA 82) 78x = (B) 1 8 
iK Gr 的 方块 ,所 以 覆盖 区 域 为 [0,1; 的 h(t), 需 要 的 立方 体 数 个 是 : 


ii- l 
Neare GO. = (gn) onm, (6.1.8) 


#2 (6.1.7) RHE, MA D, = 2-H. 

Rie PAE FL, BE PEXE 2409 05 EU k Me. 因为 x 很 
大 或 很 小 都 是 相对 于 给 定 的 单位 长 度 而 言 的 . 为 了 同时 考查 局 部 和 全 局 的 行 
为 ,必须 选择 -个 同时 用 于 ACRI 的 单位 长 度 , 然 后 定义 一 个 量 esL ED 

lACa +x.) hlr) S]a |, (6.4.9) 
x, RA crossover RE RR. CIERRE T A Hx 的 单位 ,所 以 crossover 标 度 
的 位 置 是 广 立 的 而 非 本 质 的 . 

从 上 述 讨论 得 知 ,系统 具有 上 限 和 下 限 长 度 尺度 的 自 仿 射 结 构 , 改 变 尺 度 
单位 也 许 会 导致 丢失 测定 局 部 或 全 局 标 度 的 可 能 性 i*";., 事实 上 ,如 果 我 们 
选手 尺度 单位 ,使 得 r. 成 为 与 下 限 切 断 相 同 量 级 , 则 局 部 分 形 维 数 不 可 能 观 
RIF. 这 种 情形 对 于 一 般 的 格 点 生长 模型 是 存在 的 ,因为 其 下 限 切断 尺度 
CRABE) 正好 与 crossover 尺度 重合 .然而 ,没有 局 部 分 形 维 数 ,并 不 意味 着 
客体 就 不 是 自 仿 射 的 , 它 仅 表 示 当 客体 在 水 平方 向 远大 于 其 垂直 方向 时 , 自 仿 
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6.2 表面 后 长 模型 


表面 生长 是 涉及 许多 同时 发 生 的 物理 这 程 的 一 个 典型 的 复 订 现象 . 人 们 
用 各 种 各 样 的 方法 对 这 一 太 类 现象 进行 了 动力 学 的 研究 ,包括 简化 的 数值 模 
拟 和 唯 象 方程 . 较 早 的 数值 模拟 分 别名 M.J. Vold 和 M. Eden Bg Sc SEC 9, 
方程 (EW 方程 和 KPZ 方程 ) 描述 分 别 见 S.F. Edwards 和 和 DD. R. Wilkinson!!! 
与 M. Kardar, C. Parisi 和 Y.C. Zhangl!- 文章 .特别 是 KPZ 方程 ,现在 已 普遍 
认为 它 能 措 述 给 定 的 生长 基本 物理 规律 . 

计算 机 模拟 方法 是 基于 团 徐 (cluster) 生长 或 集 集 模型 (aggregation 
model),8[ $35 35 8& 116], [17], [18], [19] A TP, "E Ec dE XE — Tr RIPE E IET 
的 ,一 个 格 点 被 占 住 时 TRA OR. 而 团 复 的 形成 则 认为 是 被 占 住 
格 点 (粒子 ) 与 其 近邻 格 点 被 占 住 的 格 点 连接 而 成 .当然 ,也 有 用 非 格 点 (off — 
lattice) 的 方法 南 模 拟 生 长 的 ,在 这 里 就 不 作 介 绍 ,读者 可 参考 文献 [19]. 对 于 
表面 生长 .其 计算 机 模拟 的 模型 很 多 ,下面 举 儿 个 主要 的 例 隆 . 


6.2.1 无 规 沉 积 模型 


一 个 最 常见 的 表面 生长 社 程 是 粒子 无 规则 地 沉积 在 冷 衬 底 上 ,粒子 简单 
WE ASR PRE) ee a 维 的 模拟 过 程 中 ,无 规则 地 选择 在 
衬 底 上 某 一 个 空位 置 ,然后 ,让 一 个 粒子 从 这 一 位 置 垂 直 落 下 (或 以 某 一 辕 定 
角度 ) ,家 到 粒子 碰 到 衬 底 或 碰 到 已 形成 的 表面 上 . 根据 用 什么 方式 让 这 个 粒 
子 运 动 或 停止 ,或 粘 在 已 形成 的 表面 上 ,人们 可 以 定义 几 种 不 同 的 沉积 模型 . 
最 简单 的 方法 是 当 粒 子 碰 到 衬 底 或 碰 到 已 形成 的 宫 面 时 就 停止 ,并 且 成 为 表 
面 的 一 部 分 ,这 是 最 简单 而 又 平庸 的 无 规 流 积 模型 .图 6,2.1 是 典型 的 无 相关 
的 无 规 沉 积 .因为 各 列 之 间 无 相关 ,其 列 的 高 度 服从 Poisson 分 布 1201. 

实际 而 有 意义 的 无 规 沉 积 模型 是 具有 玫 面 扩散 的 沉积 模型 . 人 们 都 知道 ， 
ERAT AOR RE EP ,新 加 和 的 粒子 一 般 会 在 沉积 表 而 扩散 的 . 表面 
T B SE EC TRE s HR ,其 效应 类 似 于 液体 的 表面 张力 .粒子 在 表面 上 运动 ,直到 
找到 一 个 最 小 商 度 位 置 疝 停止 其 扩散 过 程 . 各 种 模拟 表明 , 表 而 宽度 的 涨 落 与 
粒子 扩散 的 步 长 无 关 . 也 就 是 说 ,由 于 这 种 扩散 ,使 得 表面 光滑 .图 56.2.2 是 典 
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型 的 无 规 扩 散 沉 积 . 注意 ,图 6.2.1 与 图 6.2.2 具有 相同 数量 的 粒子 总 数 . 


图 6.2.1 SRR AAEM MIT 


Al6.2 2 典型 的 无 规 扩 散 沉 积 
由 上 述 可 见 , 引 入 扩 散 使 得 表面 光滑 ,但 其 才 商 还 是 微观 上 上 粗 化 的 .也 正 
是 这 种 粗 化 ,使 得 表面 生长 成 为 非常 有 意义 的 物理 现象 220.211. 
表面 扩散 可 引出 非 平凡 的 列 与 列 之 同 的 相关 , 自 于 重 与 列 的 相关 ,从 而 使 
得 表面 张 落 具 有 不 同 的 指数 ,其 生长 的 动力 学 过 程 更 为 复杂 . 


6.2.2 直线 沉积 


真 线 沉 积 是 一 种 简单 的 生长 模型 人 :2.3 ,人心 具 有 不 一 般 的 标 度 行为 . 最 
简单 的 直线 沉积 模型 是 粒子 沿 直 线 圾 迹 落 下 ，- 呈 此 粒子 遇 到 票 集 的 粒子 就 
停止 , 啊 不 管 它 是 正好 落 在 聚集 体 的 项 上 或 边 上 ,这 种 粘 合 都 要 发 生 . 此 模型 


oi ae oh ee iior iyan. 
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与 无 规 沉 积 不 同 之 处 是 它 允 许 粘 合 发 生 在 聚集 体 的 边 上 (最 近邻 的 列 上 ) . RH 
6.2.3 表示 这 种 直线 沉积 过 程 .因为 此 模型 的 特殊 性 , 故 聚 集体 内 部 有 空 孙 而 
不 是 实 的 . 供 是 ,数值 模拟 表面 是 自 仿 射 分 撒 , 而 内 部 却 不 是 分 形 的 . 


图 6.2.3 KAMERE 


6.2.3 限制 的 固 性 一 二 性 模型 


在 此 类 生长 模型 中 ,每 一 步 表 面 生 长 的 每 一 列 的 高 度 增加 ,不 得 大 于 最 过 
邻 高 度 一 个 粒子 高 度 以 上 , 即 | AA eg 177 .这样 的 表面 结构 相对 来 说 还 是 较 
简单 的 ,因为 在 系统 中 没有 过 高 的 堆积 . 表面 的 强 相关 使 得 其 表面 是 自 仿 射 分 
形 的 ,而且 其 表面 的 标 度 行为 更 容易 进行 物理 上 的 讨论 .其 动力 学 行为 与 自 旋 
系统 有 一 定 的 类 似 性 . 


6.2.4 其 他 模型 


在 上 述 模 型 的 基础 上 ,近来 人 们 发 展 了 各 种 相关 或 变化 的 模型 ,可 参考 文 
献 [4] 和 [5]. 同 时 进行 了 大 量 的 大 规模 的 计算 机 模拟 ,其 标 度 行为 也 大 和 教 可 
以 用 两 个 方程 来 措 述 ( 见 下 节 的 讨论 }. 此 处 ,对 于 分 子 快速 外 延生 长 ,人 们 也 
提出 了 其 相应 的 生长 模型 , 见 傅 考 文献 [24|」 和 [25.. 


第 六 章 分形 动力 学 及 物理 实验 . 223 7 


6.3 表面 生长 的 动力 学 标 度 


6.3.1 表面 粗 化 指数 


对 于 上 = 0 时 的 一 个 9 .1 维 平坦 表面 ,怎样 来 描述 由 无 规 涨 沙 引 起 的 表 
面 粗 化 呢 ? 让 我 们 考虑 垂直 于 年 长 方 辐 的 一 个 长 度 为 工 的 单元 .不 和 失 一 般 性 ， 
假设 表面 存在 一 个 确定 的 生长 方向 ,并 且 此 表面 能 用 婧 数 Ce 2) 米 定义 ,此 
站 表示 在 时 间 : 及 位 置 x 的 表面 遍 度 (相对 于 1 = 0). SUR AC et) RATE x ME 
的 最 大 高 度 IBS AREE ERI] 上 HOO Im HEU: 


SG. O 


L^"! 
其 中 求 和 是 对 所 有 r BEATA. ALA EW) AEX A Fo BEBE TE 8019 
Arm 


X = Bare F (6.3.1) 


WEL.) = GOL — GUY. (6.3.2) 
表 徊 宽度 是 用 来 测度 生长 方向 的 相关 度 ， 它 随时 间 的 增长 而 增加 ， 在 溉 
有 任何 特征 长 度 尺度 时 ， 表 和 面 宽度 就 是 人 以 时 间 的 军 次 形式 而 增加 的 "1 ， 即 ; 
WOL,t) = t?, (6.3.3) 
其 中 指数 8 用 来 描述 随时 间 而 增长 的 沿 牛 长 方向 的 相关 度 . 36 p RE DA (6.3. 
3) 式 随 时 间 而 增长 ,空间 相关 的 范 于 也 连续 地 增加 . 当 达 到 一 个 特征 时 间 r 
时 , 涨 落 相 关 则 增长 到 与 单元 长 度 虐 可 相 比 . 当 : > r 时 ,这 种 相关 停止 增 长 ， 
表面 达到 一 个 可 用 常数 表面 宽度 来 刻 阔 的 稳 态 .对 于 这 种 稳 态 ,表面 具有 标 度 

不 变性 ,其 饱和 表面 宽度 可 用 LAR E 
lim W(L ,1) ~ L*. (6.3.4) 

我 们 定义 a 为 粗 化 指数 . 

在 稳 态 情形 ,表面 是 标 度 不 变 的 自 护 射 分 形 避 2. 与 自 相 似 分 形 相 比 ,这 
种 自 仿 射 分 形 不 是 对 所 有 长 度 标 度 不 变 [ 呈 , 即 是 在 不 同 的 方向 , 它 有 不 间 的 
标 度 不 变性 质 . 对 于 一 个 表面 ,一 般 上 其 有 黄 个 方向 ,和 捞 直 各 沿 着 宕 面 方向 .我 们 
可 以 注意 到 一 个 自 仿 射 分 形 表 面 ,全 局 地 米 说 它 是 平坦 的 ,因为 对 长 度 尺 讼 大 
于 其 表面 宽度 时 , 它 是 一 个 4 一 1 维 的 客体 ;而 对 于 长 度 尺 度 小 于 表面 宽度 时 ， 


ET BEI A hei, FE 
E 700 PINE RS. Ed 


* 224 * SE IL ft SE IE 5; ee Fl 


ABL FE LR, A A HE BE PH TEA o 来 刻画 …" .当然 ,可 用 不 同 的 方式 来 
定义 其 自 仿 射 分 形 的 维 数 .然而 ,所 有 不 同 的 定义 都 可 以 用 一 个 简单 的 与 有 
美的 函数 来 描述 ,因此 ,指数 a 是 描述 自 仿 射 分 形 表面 的 粗糙 度 的 基本 
BR. 


6.3.2 动力 学 标 度 


W(L,: S LA: 的 关系 可 结合 为 一 个 动力 学 标 麻 形式 ， 
5 
W(L,() = Lf " (6.3.5) 
这 里 
fO) x, Horg dl, 
fle) = 常数 ， H4 you 1. 


(6.3.5) ARERR E ER T PR GE BERE REY : 


r= LL， (6.3.6) 
图 6.3.1 XR HÉERUDUBUI z ibi 95 HE HRS. 
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图 5.3.1 直线 沉积 的 表面 宽度 的 标 度 行为 
另 一 方面 ,表面 宽度 W CL 也 可 认为 是 垂直 于 表面 的 相 美 长度 的 一 种 


tite ye opt FERES TECUM 
Sates I... MERO RC 
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测度 .例如 ,我 们 认为 此 相关 长 度 为 上 , 则 可 有 : 


ELS, H rm cr, (6.3.7) 
E Sk, 当 上 六 or. (6.3.8) 


类 似 地 ,有 平行 表面 的 相关 长 度 st , 它 表 示 在 时 间 上 内 表面 涨 落 狂 盖 空 
间 的 长 度 : 


e, 0, Pa ur, (6.3.9) 
£j eL, Mop or. (6.3.10) 


因为 指数 a “8 描述 平行 相关 长 度 &1 ART AT LB ee E PE Bh 23 E Ej HE HEC Z, 
Bp; 


Z= £, 6.3. 
B ( 11) 


此 外 ,指数 a 和 8 也 可 用 不 同类 型 的 表面 相关 函数 来 定义 .例如 ,用 高 度 
3E TH PE : 
cir.) =[ACx,T) ACT) Jane] 
=- [Alr t r, T +7) - CACT t DU, (6.3.12) 
JG RB CR CE) 表示 对 时 间 * AE. EL i, 8] DLE SL— KR. 
Girt) & Cc(r.t))u, (6.3.13) 
这 里 的 平均 是 对 空间 x 和 时 间 了 ,基于 动力 学 标 订 (6.3.5) SX, 840] 9T 0483 a 
相关 函数 G(r ,0) 和 G(0,1) ,分 别 表 示 为 ， 
Gir, Sr", Hra L, 
GO, S, Htr. 
当 土 面 两 式 的 限制 关系 -> <L Me «oc RR. GO, O MGO, 2) BAF 
饱和 状态, 即 只 是 与 上 有 美的 常数 关系 1261. 
对 于 以 下 三 种 生长 模型 ,我 们 讨论 其 指数 a 和 8 的 值 . 
(1) AHWR. d= 2B8E,W — ; ^B g — 1 2, 无 4 值 ,因为 不 同 的 生 
长 列 之 间 无 关联 ,其 列 的 高 度 A 遵守 Poisson 分 布 且 与 工 2536. 当 有 表面 扩散 
时 ,8 = 1 /4,a = 1 /2, 8| E ERR [20]. 
(2) 直线 沉积 .对 于 直线 沉积 ,许多 数值 模拟 大 约 形成 如 下 结论 ; 当 4 = 2 
N,@~1 S,ev1 72:34 d 2 285,8 


| 
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_(3-d) 
B—(34) 

_(3- d) 
g = 6 . 


特别 是 高 维 情 形 {e > 2) 时 ,情况 变 得 韭 常 复 休 , 讨 论 的 内 容 也 相当 多 ,也 有 
^em 

(3) 限制 的 固体 一 固体 模型 . Kim 和 Kosterlitz 进行 了 非常 完整 的 讨论 和 
太 量 的 数值 模拟 .他 们 得 到 如 下 结论 (KK 模型 ) : 


到 现在 为 止 ,没有 其 他 模型 能 给 出 这 样 精确 的 指数 值 .但 是 ,他 们 关于 a 和 和 8 
的 推测 公式 适用 性 却 受 到 隆基 于 一 些 解析 分 析 结 果 的 怀疑 .同时 ,在 对 无 规 媒 
质 的 直接 聚合 物 的 研究 中 表明 ,在 表面 生长 问题 中 存在 一 个 上 限 临界 维 数 . 然 
而 这 样 并 不 是 意味 着 解决 了 为 什么 满足 KK 模型 的 标 度 是 这 样 的 精确 ,也 没 
有 解决 为 什么 这 些 指数 的 值 表现 出 的 与 别 的 模型 有 所 不 同 的 问题 . 


6.4 Langevin 方程 


6.4.1 EW 方程 


1982 年 ,S,F.Edwards 和 D. R. Wilkinson 首先 提出 了 一 个 基于 Langevin 
类 型 的 唯 像 模型 方程 ,用 来 描述 员 粒 沉积 的 外 形 ''41, 他 们 论证 表面 的 生长 能 
ATE EW 方程 米 描述 : 


oh 
at 


其 中 右边 第 一 项 为 扩散 项 ,第 二 项 为 噪声 项 , 参数 " 相应 于 表面 张力 效应 ， 
ACr.t) 是 在 位 置 7 和 和 时间 时 的 @ -1 维 的 表面 高 度 .噪声 项 y(7 ,z) 为 具有 
6 函数 相关 的 高 斯 分 布 . 即 : 

Gr tI nr Pae = 2D8Gr- Ft 7 0). (6.4.2) 
B3 7g (6. 4.1) 式 是 线性 的 ,所 以 能 用 Fourier 变换 来 求解 .通过 直接 计算 W 的 


= vVh + (r,t), (6.4.1) 


SRERXA. mue 
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变 分 ,我 们 得 到 21 
a = 95%, B= 254. gla. (6.4.3) 


EW 方程 (6.4.1) ARK TAA RATER AOA ae B7 ME S OS 68 
VE. AG SLL BY Bi GR Pe OUTIL UR, nn TRU S ERR HH e GK 75 Hi (D ERO 给 出 .如 不 考 
BAHT AW EW 方程 (wu = 0) 描述 前 面 讨论 过 的 无 规 沉 积 ,表面 宽度 W.B 
二 他 而 变化 , 即 给 出 8 = 1 名 的 情形 .对 各 种 无 规 沉 积 模 型 (有 表面 扩散 ) 的 数 
值 模 所 ,其 结果 与 EW PRM iO — Sk AR EW 方程 的 正确 性 . 


6.4.2 KPZ 方程 


为 了 解释 像 在 直线 沉积 和 Eden 模型 中 的 边 枝 生 长 问题 ,M., Kardar, G. Parisi 
fü Y.C.Zhang 改进 了 EW 方程 , 称 为 KPZ 方程 05 ， 


Se 二， (6.4.4) 


FL Pp Ba AD de EAE aK KPIR d = 2{ 即 一 个 1 维 表面 ) 能 
够 用 动力 学 重 整 化 群 来 分 析 . 分 析 表 明 存 在 商 个 固定 点 :一 个 固定 点 相应 于 不 
存在 非 线性 项 (1 241 V & CM EWA RWAR. 苍 一 个 面 定 点 则 对 应 于 强 
HA , 即 太 4 WR, LR: 


Rob, 重 整 化 分 析 表 明 ,KPZ 方程 的 指数 a 和 有 满足 指数 关系 ( 标 庆 


fat j E15.22,28,29] . 


= 2. (6.4.5) 


JG AS He HL AS [i] 26S 588 80 e TA ^E 1C REM E, OEE TA [e] 286 791 h 3e i 
AE AK ERU Ao i A] ASE f) — RO 

许多 横 型 的 计算 机 模拟 结果 表明 ,KPZ 方 程 的 2 维 结果 与 模拟 结果 一 致 
这 也 说 明 KPZ 方程 提供 了 一 个 很 好 的 关于 表面 生长 的 理论 播 述 , 但 对 4 > 2 
的 精确 结果 辑 与 数值 模拟 缚 果 有 些 矛 盾 , 关于 这 种 高 维 结果 , 近 米 在 许 凶 文献 
中 有 讨论 [3- ,在 这 里 就 不 再 介绍 . 

关于 动力 学 重 整 化 群 的 论证 ,请 参考 文献 [151 和 [31]. 

对 于 表面 生长 和 表面 自 仿 射 分 形 的 动力 学 研究 ,国外 发 展 迅 速 ,各 种 模型 
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层 出 不 尽 .前 阶段 的 研究 主要 是 集中 在 各 种 模型 的 标 度 分 类 .大 部 分 模型 都 可 
以 用 KPZ 方程 来 描述 ,其 指数 亦 与 KPZ 预 二 的 相符 合 .近来 的 研究 主要 集中 
在 建立 与 实验 相近 的 分 子 东 外 延生 长 模型 的 模拟 '”*.5-. 对 噪声 的 引 人 ,不 是 
简单 地 用 高 斯 分 布 ,而 用 与 暴 指 数 有 关 的 噪声 谱 [Y- .此 外 ,研究 生长 模型 与 自 
旋 系 统 之 问 的 等 价 描述 也 是 一 个 相当 活 牙 的 课题 [33- : 形 魏 相 变 是 否 存 在 ,也 
有 许多 讨论 :*- ; 对 于 实际 情形 中 的 多 种 类 型 粒子 的 同时 生长 ,也 有 新 的 模 
型 135] 

总 之 , 表 而 动 亡 学 生长 问题 不 侦 是 一 个 与 非 平 衡 统 计 有 关 的 问题 ,也 是 研 
究 国 态 材 料 特性 的 基础 问题 ， 


6.5 分 形 生 长 现象 的 实验 研究 


6.5.1 引言 


和 饮 今 为 止 ,人 们 对 一 类 具有 平移 不 变性 的 物质 ,如 晶体 等 的 物理 性 质 已 经 
做 了 深入 的 研究 ,有 了 较为 透彻 的 了 解 .然而 ,对 另 一 类 具有 标 度 不 变性 的 物 
硕 或 形态 ,如 具有 分 形 特 征 的 尘埃 上 率 集 体 . 宏 观 凡 谋 上 河道 各 海岸 线 的 分 布 
等 , 则 研究 得 不 多 .物质 世界 的 很 多 形态 具有 分 形 的 特征 ,大 到 星云 ,小 到 微米 
甚至 纳米 尺度 的 晶 核 ,都 能 观测 到 分 形 的 存在 .物理 学 家 大 规模 地 介 人 分 形 的 
研究 始 于 各 年 代 初 . “set T.A. Witten Al L. M. Sander 开创 性 地 提出 了 扩散 限 
H FEE (diffusion limited aggregation) 的 分 形 生 长 模型 [551 . 这 个 模型 很 快 被 物 
理学 家 们 所 接受 ,并 用 来 解释 各 种 与 分 撒 有 关 的 生长 和 素 集 现象 ,物理 学 家 对 
分 形 的 兴趣 主要 来 源 于 两 个 方面 .首先 .在 很 多 一 级 相 变 过 程 中 ,新 相 的 成 核 
和 人 生长 都 是 以 分 形 为 特征 的 ,尤其 是 在 生长 驱动 力 较 大 的 情况 下 .研究 分 形 的 
形态 特征 .生长 过 程 和 生长 界面 的 动力 学 行为 ,对 研究 相 变 中 涉及 的 形态 学 和 
动力 学 问题 显然 是 很 有 帮助 的 . 另 一 方面 ,具有 分 形 特 征 的 物质 的 一 些 性 质 ， 
使 得 这 类 材料 具有 潜在 的 应 用 .众所周知 ,通常 晶体 或 非 晶 体 物 质 的 密度 在 一 
定 尺度 以 上 具有 一 慎 定 的 值 , 它 不 再 随 尺 度 的 改变 而 变化 .然而 对 分 形 物 体 ， 
其 质量 M oc RD ,因而 其 密度 : 


pc Z5 一 RYP, 


i " say ate ela eet 
= 
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HE R 一 ce ,密度 是 赵 于 0 的 ,如 图 6.5.1 所 示 . 此 外 ,对 具有 分 形 特 征 的 物质 


来 说 .其 他 的 物理 性 质 ,如 原子 散射 因子 .振动 谱 等 都 将 发 生变 化 .从 材料 研究 
的 角度 看 ,这些 也 许 是 设计 和 制备 新 材料 的 一 个 可 能 的 途径 . 


ALE HEH 


分 数 维 撒 访 


半径 一 


图 6.5.1 物质 密度 与 测量 尺度 池 的 关系 
值得 指出 的 是 .生长 界面 前 的 物理 .化 学 环境 对 界面 生长 模式 和 生长 形态 
的 选择 具有 重要 意义 .最 近 的 研究 表明 ,生长 界面 前 的 物理 ,化 学 环境 在 一 定 
的 条 件 下 可 能 自发 地 出 现 振 萝 ,从 而 导致 一 系列 生长 形态 和 生长 模 起 的 时 间 
周期 变化 .这 些 现 铺 对 于 研究 不 同形 态 之 问 的 转变 规律 和 机 制 ,研究 非 线性 系 
统 中 的 图 形 形 成 和 演变 都 是 至 关 重 要 的 ， 


6.5.2 生长 形态 的 计算 机 模拟 


旧 前 关于 分 形 形 态 的 研究 大 部 分 是 利用 计算 机 模拟 完成 的 ,因此 ,在 讨论 
分 形 生 长 现象 的 实验 研究 之 前 ,有 必要 对 利用 计算 机 Monte Carlo 模拟 研究 分 
形 的 工作 懒 一 个 简单 的 回顾 . 

80 年 代 初 ,T.A.Witten Ml L.M. Sander 提出 了 DLA 各 型 51. 考 虞 一 个 2 
维 品 略 . 首 先 选 定 1 个 种 子 ( 核 ). 以 种 子 为 中 心 .一 定 尺寸 为 半径 , 设 定 1 个 边 
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界 . 以 此 边 蛋 为 粒子 源 .在 边界 上 随 忆 选取 1 个 点 ,从 该 点 发 射出 工 个 粒子 , 通 
过 随机 行 未 向 中 心 处 的 核 融 近 . 随 机 行走 的 步 长 对 各 个 方向 都 且 异 定 的 .一 日 
粒子 到 达 核 , 即 停 止 行走 并 成 为 核 的 一 部 分 .此 后 ,再 次 从 边界 上 随机 选 点 ,发 
射 粒 子 eee .这 样 的 过 程 不 断 重复 下 去 , 当 率 集体 长 大 到 -- 定 程度 后 , 便 形 成 
JAAS © SHEE SS. 46.5.2 X DLA BU! nt RERARE SE JR 2C AR. 
HIG6.5.2(a) 显示 了 3 000 个 粒子 组 成 的 分 形 形 态 EAE Ai ab LE 
之 明显 的 各 问 异 性 .为 了 定量 地 检验 形态 的 标 度 不 变性 ,对 该 分 形 的 密度 相关 
PR BK 

CO) = d D eG FOG) (6.5.1) 
HEAT HY de REGE A RP 6.5. 2(b) 所 未 ,数据 可 用 > 的 非 
RAR KING. RRR GRIER ARERR) 由 于 无 规 行走 
BDR T — Fi EIL i BE SE Us BILE, Jy He ie [Ac] — BB Ap DORE AE dE RA HRA LR 
统 远离 平衡 态 的 生长 . 
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Al6.5.2 DLA MMM ERS PSR SK GE X 
真实 的 牛 长 系统 中 有 可 能 出 现 非 线性 的 生长 几率 分 布 , 因 此 ,在 此 后 的 模 
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EUP, ATIRE T Id E JC JL SE eR OA JE JL BR A RT DL re dor T [8] 
的 相互 作用 .附着 点 的 最 近邻 占据 数 , 生 长 界面 的 曲率 等 参 基 ,进而 可 以 模拟 
Gibbs- Thomson 效应 对 生长 形态 的 影响 , 肖 荣 福 等 人 '?1 对 DLA 模型 作 了 
进一步 的 改进 ,引进 了 界面 动力 学 过 程 和 表面 扩散 等 因素 ,使 得 这 个 计算 机 模 
型 重 接近 实际 虫 体 生长 过 程 .该 研究 组 等 人 还 在 DLA 模型 的 基础 上 研究 了 对 
流 对 生长 形态 的 影响 :4 . 

DLA 异型 只 考虑 一 个 核 的 生长 ,在 和 实 永 统 中 当然 不 只 存在 一 个 聚集 
体 .因此 人 们 又 提出 了 多 于 一 个 聚集 体 的 Cluster - Cluster DLAN! 模型 .在 
Cluster — Cluster DLA 模型 中 ,不仅 考虑 粒子 的 行走 ,而 且 考 虑 到 不 同 汉 集体 
之 间 的 相互 运动 和 相互 作用 . 

DLA 模型 之 所 以 具有 如 此 大 的 影响 ,主要 在 于 它 实际 上 措 述 了 一 类 扩 葡 
场 中 的 生长 . 在 有 具体 的 形态 生长 过 程 中 ,无 论 是 晶体 的 生长 (浓度 场 或 温度 
场 ), 还 是 电化 学 沉积 (电场 + 乡 度 场 ), 或 是 电介质 击 穿 ( 静 电场 ) ,都 是 受 某 
个 拉 普 拉 斯 场 或 扩散 场 控 制 的 .事实 上 ,在 DLA 模型 中 ,粒子 是 通过 随机 行走 
I] "pot A BAG). ETT b 步 后 在 二 处 扰 发 现 的 概率 可 写成 UG, 
kr), Bil: 


Uk) = lc U(r+a,(k —1)r), (6.5.2) 


其 中 = 为 某 格 点 的 近邻 格 点 数 , 对 于 三 角 点 阵 - 6, 而 对 正方 点 阵 c = 4;r 是 
每 行走 一 步 所 需要 的 时 间 ;a 代表 粒子 从 7 处 可 能 行走 的 几 个 方向 .很 显然 ， 
(6.5.2) 式 是 扩散 方程 93U /2: = DVU 的 离散 形式 .对 于 质量 传输 系统 ， 
U(r,:) 可 以 看 作 是 规 一 化 的 浓度 场 ; 
UGO = Clr.) 
FE C 是 粒 于 源 处 的 浓度 . 当 UC.) MAE TRAE RE aU var — 0, di 
A: 
VIUF, = 0. 

HIE CALS? RIBAK HA — TPAD L. Niemeyer, L. Pietronero fil 
H.J. Wiesmann $8 83 (rjf sa di EA (DBM). . 这 个 模型 最 初 是 为 了 措 述 复 
AN BS Bic Hs Fl 3E ,后 来 人 们 发 现 它 具 有 更 深刻 的 物理 含义 .DBM 中 第 i 点 的 生 
长 几率 书 可 表示 为 ， 
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| VOV OUT 
ov? 
其 中 y 是 第 ; 点 处 的 电势 ,7 是 一 个 参数 . 当 ”= 工时 DBM REM DLA; m 
当 ? 了 =0 时 DBM 变 成 人 们 熟悉 的 Eden WA. 
除了 DLA.DBM 等 模型 外 ,近年 来 人 们 又 根据 各 自 实验 系统 的 特点 提出 
了 一 些 模 型 ,如 成 核 限 制 的 训 集 模型 (NLA 模型 ) 等 4]. 


6.5.3 ”晶体 生长 中 分 形 的 实验 观测 


P (6.5.3) 


Fi HER BRC A AREER .水 溶液 生长 和 气相 生长 系统 .本 节 只 
讨论 水 溶 被 生长 系统 中 史 体 的 一 些 生长 形态 . 水深 液 生长 通过 控制 说 液 的 沁 
度 来 控制 溶液 的 过 饱和 庶 , 从 而 控制 晶体 的 生长 .在 该 系统 中 生长 驱动 力 可 表 
RAN, 


Vul 1 CC, T) 
kT POT)" 


其 中 Ve AER BAL, b RR LI COLIT) 为 溶液 在 : 时 刻 的 浓 
度 , 此 时 的 温度 为 了 ,而 CoC T) 为 温度 T 时 溶液 的 饱和 浓度 . 在 低 过 人 饱和 上 度 
下 , 即 : 


(6.5.4) 


CO, T) - CCT 
s= E LI 
me aR RSE = la(1 +o) wa. 

H. Honjo FA B E NLC RE K RR POR T. NHGCLABS A a E 
46146) | ta NHL Cl RS HR Be HEAT ARARA E. 实验 中 发 现 ,如 果 
-E'F P BE TEL A TEUER A ES A 6.5.3 所 示 , 如果 将 其 
"RI — 23618 Fe Vj 9, WU T GE XXE SJ A TE RD SR TES CE 6. 
5.4). E 6.5.4 显示 了 分 形状 生长 界面 的 时 闻 演 变 过 程 .通过 对 生长 几率 的 标 
度 性 质 的 分 析 , 可 以 得 到 生长 形态 的 广义 维 数 DCQ)71. 再 进行 Legendre 变 
换 可 以 得 到 f(o) 谱 . 生 长 形态 和 过 程 的 标 度 性 质 的 分 析 , 可 以 提供 生长 机 制 
和 生长 动力 学 方面 的 信息 . 


上 
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图 5.5.3 ”水 溶液 生长 中 的 NH CBE 


图 6.5.4 水 溶液 生长 中 的 NECI 分形 的 时 间 演 变 过 程 

当 生 长 驱动 力 很 大 时 ,分 形 的 生长 过 程 有 可 能 变 得 不 连续 .在 这 种 情况 
下 ,成 核 过 程控 制 了 分 形 的 生长 .从 微 结构 上 来 看 ,此 时 的 分 形 是 出 很 多 小 唱 
核 构成 的 . 图 6.5.5 (a) 显示 了 成 核 控 制 条 件 下 所 得 到 的 分 形状 聚集 体 图 
6.5.5(b) 是 该 聚集 体 在 打 描 电 镇 下 观察 到 的 微观 结构 .实时 原 位 观测 技术 显 
示 在 该 生长 系统 中 分 形 的 生长 是 通过 枝 尺 尖端 连续 成 核 来 实现 的 .由 于 卓 体 
的 成 核 过 程 榨 制 着 分 形 的 生长 ,因此 ,这 个 过 程 被 称 为 成 核 限制 的 从 集 模型 
(NLA)! 4 

图 6.5.5 sos 02 TÉ PR AB AT- itor TE DEA A ee BE 
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BY OS BBE. "EH SB] di PE CE SS IS LW UR URS D Be s B 
些 有 趣 的 特征 . 


(n) Cb 
图 5.5 5  iESEHEET BE H G 
图 6.5.6 Ak fe BE E XR Hom s NACI B — BIUBEUS SPE RE 
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AR DS 2 dap IAS OR ES T EAE EORR 
AR d BBY) . dc DR] BO Fe E £s d EXC 61 B d p CH Zigzag 的 形态 ,如 图 6.5. 
6(b) (e) 所 示 . "diez AR A IST OR 2L ey RE PE BE idk eB y ind 
OP RR DLA PEAR BAY. BR T AE ECP B7 de PES) FH ANC 
ELE EUESEXOEECESE RHA, E OE SEX RRA 
NH4CI Æ K Bi zi Ae 88 46 86 2 s 9 08 B9 .因此 ,图 6.5.6 显 示 了 一 种 在 很 
低 生 长 驱动 力 . 极 强 的 生长 各 向 异性 条 件 下 的 分 形 紊 集 形态 . 

利用 Argoul 等 所 出 的 方法 f1 .可 以 计算 NEuCl 小 晶 粒 组 成 的 分 形 的 重 分 
形 谱 (图 6.5.7(a)) .作为 比较 ,我 们 又 计算 了 在 Ba(NO,), 水 溶液 中 生长 的 
NLA 分 形 ( 图 6.5.7(b)) 和 计算 机 生成 DLA 的 分 形 形 态 ( 图 6.5,7(c)) 的 重 分 
形 谱 ,很 明显 ,这些 分 形 图 样 都 不 具备 爹 局 自 相 似 性 . 


1.60 1. 76 1.80 
(e) ui 
图 6.5.7 JPA EE d 8m 4 
由 图 6.5.7 可 以 看 出 ,这 三 种 分 形 图 样 章 分 形 谱 的 最 大 值 都 不 同 , 对 于 
NH,Cl 分 形 , Dy = 1.82; Xf Ba( NO); 7) OE ER RRA NLA ERI D, = 1.78; 对 
DLA 模型 , 则 有 D, = 1.67.DLA 生 长 是 由 扩散 场 控制 的 ,由 于 屏 项 效应 ,整个 
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DLA 分 形 图 样 核 义 比较 笑 醇 ,从 而 维 数 降低 .根据 以 前 在 Bal NOs )a 水 溶液 中 
实验 分 析 ,随机 成 核 生 长 的 分 形 聚 集体 会 出 DLA 的 维 数 高 ,而 成 核 过 程 中 结 
晶 学 取向 的 影响 使 分 形 图 样 更 加 致密 . 根据 重 分 形 理论 ,f(a) 谱 中 ,am 和 
amin 分 别 代表 分 形 测 度 上 最 致 窗 和 最 松散 的 区 域 的 标 度 行为 . 对 于 受 成 核 控 
制 的 两 种 分 形 率 集 , 尽 管 具体 的 成 核 行为 和 晶 核 的 结晶 学 取向 各 不 相同 ,它们 
的 aman 和 au, 是 基本 一 致 的 .但 DLA 模型 则 与 它们 不 同 .这 说 明成 核 控制 的 
生长 与 扩散 限制 的 生长 的 确 是 两 种 不 同 的 生长 机 制 .在 DLA 模型 中 ,生长 概 
率 与 成 核 率 成 正比 , 即 : 


i a i 
7 1 — ——-- -— | 
exp j na El (6.5.5) 


其 中 a =473637278373.5 为 晶 核 的 几何 因子 ,>。 为 固 液 界 面 的 表面 张力 , 它 
是 结 莫 学 取向 的 画 数 . 当 各 向 有 性 很 强 时 ,成 核 只 能 在 一 些 特定 的 方向 上 进 
f. 

NLA 模型 与 DLA 模型 的 区 别 在 于 :DLA 过 程 直接 受 拉 普 拉 斯 场 控制 , 因 
而 它 的 生长 速率 与 某 个 物 埋 量 的 梯度 成 正比 .例如 ,在 水 溶液 系统 中 生长 速率 
正比 于 Yclr,t) ;而 NLA 的 生长 速率 是 与 成 核 率 成 王 比 , 它 是 生长 界 而 前 浓 
度 场 的 非 线 性 函数 ,如 (5.5.5) 式 所 示 . 此 外 ,虽然 唱 核 的 生长 也 是 受 溶 质 扩 
散场 控制 的 ,但 激发 成 核 的 过 程 却 是 与 浓度 场 独立 的 . NLA 与 DBM 都 是 局 域 
生长 模型 ,但 它们 之 间 的 差异 也 是 显而易见 的 . 从 (6.5.3) 式 可 以 看 到 DBM 
的 生长 几率 与 潜 度 场 梯 度 的 ? 次 方 成 正比 ,这 比 (6.5.5) EER NLA 的 生 
长 几率 要 简单 得 多 。 

除了 溶液 . 熔 体 生长 系统 外 ,在 利用 分 子 束 处 延 进 行 薄 膜 生长 时 , 落 腊 牛 
长 万 期 的 形态 也 与 分 形 相 美 (50 ,分 撒 枝 义 相 互 奖 织 ,最 后 形成 一 层 薄 腊 '51'. 
其 他 的 菏 膜 生长 过 程 也 常 观 察 到 分 形 .例如 利用 潍 射 方法 长 在 SIO, 衬 底 上 的 
NbSe; 形成 树枝 状 的 形态 431, 如 图 6.5.8 所 示 ， 对 形态 的 分 析 表 明 ,其 维 数 为 
1.7. 在 非 晶 薄 膜 晶 化 过 程 中 ,人 们 也 观测 到 很 多 分 形 形 态 . 对 薄膜 生长 系统 中 
的 分 形 形 态 进行 原 位 实时 研究 一 般 是 比较 困难 的 .但 是 , 入 们 可 以 在 薄 肛 生长 
的 不 同时 刻 对 生长 形态 进行 分 析 ,从 而 得 到 分 形 生长 的 统计 信息 . 
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413E ER HESE A BI AR 2p [e] UR AR ARE. — PRCA ATTE A eB di 
B] ^F KK JÉ ds CBE IE HK SR A), TE BO AE HR SOR PE AY g i REPE 然而 图 6.5.6 
TORA E BE GETREIDE E B EF LER. 这些 实 验 观 察 表 
明 我 们 对 分 形 的 生长 并 没有 完全 了 解 .此 外 ,为 什么 DLA 产生 的 形态 是 分 形 
而 不 是 没有 任何 对 称 性 的 无 定形 形态 ,各 向 异性 在 枝 晶 和 分 形 生 长 中 各 超 什 
么 作用 .这 些 问题 的 解决 不 仅 需要 更 多 .更 严格 的 实验 观测 ,更 有 待 分 形 数 学 
和 分 形 物 理 的 进一步 发 展 . 


Ta 


46.5.8 NbGe 薄膜 生长 中 的 分 形 形 楚 


6.5.4 生长 机 制 和 形态 的 时 空 演变 


在 界面 生长 中 生长 机 制 快 定 了 界面 的 形态 .最 近 的 研究 表明 ,在 考虑 体 扩 
散 和 界面 扩散 看 合 的 情况 下 , 界 曾 上 吸附 分 子 浓度 和 界面 前 体 分 子 浓度 会 发 
生 失 稳 , 出 现 自发 的 时 空 振 葛 .这 种 振荡 可 能 是 P. Vekilov £F A 39 2t 86 45 (c 
生长 时 于 涉 条 纹 位 置 涨 洲 ' 的 物理 原因 之 一 . 当 这 种 浓度 场 的 振 葛 发 生 在 晶 
体 生 长 的 动力 学 粗糙 化 转变 临界 浓度 附近 , 则 有 可 能 观察 到 周期 性 的 界面 生 


oo eat UC CPU TI. 


= 238a ob Me LI ARLE try H 


KBE re AEs d. 

Sa [b IR re AE HT Ga Pe Pete te Ro 4s el 9 58 AA. 
Se HE FP wi A) tS BE ob £o rie dk fTg. d. [con -月 在 蝇 体 台阶 的 扭 析 处 
miu Anf RK S. dk - POS ERE PR HAE S I eh Gb AB fE E 
ARE ug OEM PT K AE ED. BEI de Keg TES PS E H EL BE (Ege de o 
HR EA BE ARP ile VERDE r, mp. Hz ge ER ln er Br 89 FE BE CRE) EST 
3E. Mam S gg VH eec ix elc ER A A H EAL RE (EL) XR Bes OR A off Fy Ig a 
Afi 2 HER Fl Bg ERST ob 183 A a ix HE h AS Ve Ee TE FC x 71 
SEH BEE FE TE. EUER (556 e TE Ty POE 一 无 序 相 变 而 被 深入 二 研究 ， 

fX E 6.5.6 Bios NH CL ES daft An UETEUE, ALI A I NHAC T 
HE S ISIN V tdi EE SE An m (6 89 M T oper fy 4 RH 9 £8 SEE 1. ES d EXE 
Jo) [8] I) zi LOC ELE, T Zigzag BERGL C4 NH CLR BEER AA. RR RE 
生 很 改变 ,如 图 6.5.9 Wray. A BE Zr ds E TT ALE B , {E UD dcin] 4) 
fh AD UE D) ice. iX ie e UR AE AE DECR AE TOS PE ELDER Ie S e 
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ANS TED 4 R5 er Be ze Br TI UE eer B Ee fA A af LA HC 81 dlc bx ,这 流明 
小 面 化 区 域 的 咎 .长 是 通过 2 维 成 核 进行 的 .在 两 个 小 面 化 生长 区 域 之 间 , 则 是 
一 些 具 有 粗 狗 表 南 的 小 蝇 粒 . 这些 唱 粒 的 表 曾 曲率 连续 变化 .实验 研究 表明 ， 
这 种 周期 性 的 粗糙 化 转变 吓 能 是 动力 党 粗 粹 化 转 空 , 它 是 由 于 生长 界面 前 的 
浓度 场 在 粗糙 化 转变 临界 浓度 附近 振 落 造成 的 24 . 


]50um 


图 6.5.10 SEEP SOS E A Ra E Ap RBA 

^E AS SP n BU PP E Do De 339 AB Un] BE XE: b ^E FK ESSE EI e, XR RT BEST: 
致 生长 形态 的 周 其 转变 . 人们 在 电化 学 沉积 系统 中 就 观察 到 这 类 形态 转变 . 电 
化 学 沉积 系统 因 其 装置 简单 .实验 方便 而 成 为 被 研究 得 较 多 的 系统 之 - , 当 电 
极 千 被 加 上 一 定 的 电压 后 ,阳离子 向 阴极 送 动 并 在 阴极 上 得 到 电 了 于 还 原 成 原 
于 沉积 下 来 ,阴极 沉积 物 在 一 定 条 件 下 可 长 成 只 有 分 形 或 枝 虽 特征 的 展 坊 .图 
6.5.10 是 交替 出 现 的 枝 员 和 致密 分 及 形态 ,显示 了 周期 性 的 枝 马 和 类 似 分 形 
的 致密 分 又 形态 之 间 的 转变 '”-. 枝 员 在 图 中 用 4 标记 , 它 是 一 种 具有 明显 主 
TF .在 主干 两 仙 有 规则 或 不 规则 的 分 灵 的 形态 .致密 分 义 形 态 生 长 时 尖端 不 稳 
定 , 枝 叉 尖 端 无 规则 分 型 产生 一 种 较为 致密 的 形态 , 它 的 维 数 --. 般 不 具有 分 形 
WIFE GE. Bea op RIAA B 标记 .从 图 6.5.10 中 可 以 看 出 , 沿 着 特定 的 沉积 物 
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KF ANB 是 人 交替 出 现 的 .由 于 外 部 实验 条 件 人 在 这 个 转变 过程 中 没有 发 牛 改 
变 , 这 个 现象 可 以 用 来 鲜 究 牛 长 形态 的 选择 问题 . 

图 6.5.11 显示 了 枝 唱 向 致密 分 又 形态 的 转变 过 程 . 实验 结果 表明 ,对 十 
不 同 的 形态 ,尽管 其 界面 法 网 生长 速率 不 一 ,其 质量 沉积 速率 是 不 变 的 .这 个 
KERR, E. B. Jacob 等 人 提出 的 "线性 咎 长 速率 最 大 ”的 选择 假设 -351 可 以 修 
正 为 “质量 沉积 {生长 ) 连 率 最 大 ”的 选 泉 假设 后 - .同时 ,利用 质量 沉积 速率 作 
为 选择 判 据 , 有 可 能 与 A, Hill d t BO Pee EI eR AR, 


EZ | 
(d) (e) 


El6.5.11 RHARD CESSISSE ER 

电化 学 沉积 系统 中 另 一 个 形态 转变 的 例子 是 被 人 们 称 为 “Herker 转变 ” 
的 现象 .在 CuSOs Al Zn SO, 的 电化 学 沉积 实验 中 ,大 们 发 现 对 应 于 电解 槽 某 一 
几何 位 置 上 ,沉积 物 的 上 形态 会 从 致密 分 义 撒 态 转变 成 枝 电 或 男 一 密度 的 致密 
分 及 形态 ;在 靠近 阳极 处 还 会 出 现 第 二 次 形态 转变 !。-. 这 种 转变 同时 发 生 于 
沉积 物 的 所 有 校 义 于 , 其 包 络 的 形状 是 与 阳极 的 几何 形状 相似 的 .].R. 
Melrose, D. B. Hibbert 和 R.C. Ball 等 人 对 Hecker 转变 的 机 制 进行 Pp, 
发 现 这 一 现象 与 电化 学 沉积 溶液 中 的 杂质 有 关 . 此外, 和牛 长 界面 附近 的 物理 环 
境 对 生长 形态 同样 具有 非常 重要 的 影响 . 最近, 人们 发 现 阴 极 沉 积 物 的 形态 是 
特 是 分 形 , 以 太古 致密 分 叉 形 态 还 是 其 他 形态 ,县 决 于 生长 界面 处 的 局 部 物理 
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环境 ,特别 是 电 致 对流 的 影响 .V.Fleury 等 人 发 现 电 至 对 流 使 沉积 物 形 态 从 
分 形 转 变 成 致密 分 叉 形 态 (01. 王 牧 等 人 则 发 现 电 致 对 流 会 导致 沉积 物 生 长 成 
网 状 形 态 ,一 瑟 电 致 对 流 碱 弱 .生长 形态 闷 恢 复 为 致密 分 尽 形 态 品 1. 为 了 检验 
生长 系统 中 的 对 流 品 音 在 图 样 形 成 (pattern formation) 中 的 作用 ,D.B， 
Hibbert 和 上 ,有 民 . Melrose ??. 曾 利用 普通 滤纸 为 基质 ,以 浸透 CuSO, 溶液 的 滤纸 
上 进行 电化 学 沉积 .但 是 滤纸 对 抑制 微观 尺 虚 上 的 对 流 并 不 理想 ,人 们 曾 以 占 
AE AE PEAT T CuSO, 溶液 的 电化 学 沉积 . 实验 表明 , 随 着 对 流 噪 音 的 抑制 ， 
生长 形态 从 致密 分 义 转 变 为 枝 晶 37. 

分 形 生 长 现象 的 研究 发 展 到 今天 ,人 们 经 历 了 描述 分 形 生 长 现象 ,分 析 形 
态 的 结构 特征 ,包括 其 广义 维 数 D, ,Fa)-e 谱 ,利用 小 波 变 换 研究 形态 的 重 
分 形 性 质 ,利用 实时 原 位 观察 研究 形态 的 生长 机 制 等 过 程 .现在 分 形 生长 的 研 
究 仍 有 不 少 问 题 设 有 解决 ,这 个 领域 研究 要 取得 大 的 进展 取决 于 分 形 的 坚实 
理论 基础 的 建立 .同时 ,这 样 一 个 理论 的 建立 又 依赖 于 广泛 和 丰富 的 实验 现象 
的 观察 和 积累 .目前 ,尽管 人 们 观察 到 很 多 重要 的 实验 现象 ,并 试图 寻找 其 辣 
的 物理 规律 ,但 是 分 形 物理 学 ,从 很 多 方面 来 看 , 仍 是 一 门 诞生 中 的 科学 . 
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第 七 章 


图 像 分 形 基 编 码 与 压缩 技术 


和 狠 像 处 理 就 是 对 图 像 信 息 进行 加 工 处 理 ， 以 满足 人 和 们 的 
视 党 心理 或 实际 应 用 要 求 ， 调查 研究 证 实 ， 人 类 获取 外 界 售 
息 的 绝 大 部 分 ( 约 70%) 来 白 视 觉 系 统 所 接受 的 图 像 信息 ， 
因此 ， 图 像 信息 加 工 处 理 技术 的 广泛 应 用 成 为 一 种 必然 的 趋 

为 了 表现 数字 化 图 像 ， 需 要 太 量 数据 ， 这 对 图 像 信息 的 
存 贮 、 加 工 和 传输 都 造成 严重 的 困难 .为 了 有 效 地 工作 ， 必 
TETERE. 编码 是 压缩 技术 中 最 重要 的 方法 ， 它 是 图 
像 处 理 技 术 中 发 展 最 早 且 比较 成 熟 的 技术 .例如 DCT 和 和 
DPCM 等 编码 方法 都 被 已 提出 的 国际 标准 JPEG 和 MPEG 
BOE SR i FR 

MEAE OR. FS 4005 5 S eR GE PEDRO ER ECTS T ARCADE 
HE. SU AMA SEE AIM. Barnsley 4 T Æ 1t GE 
A OFS) HGB HISP, RRA, PRN RR 
达到 非常 商 的 压缩 比 ， 现 已 获得 美国 专利 ， 这 里 讨论 的 是 另 
一 种 基于 分 形 的 图 像 编 码 压缩 方法 ， 称 为 图 像 分 形 基 编 码 压 
缩 ， 它 是 一 种 算法 简单 、 实 现 容 易 且 是 有 效 的 编码 方法 ， 使 
用 这 个 方法 建立 的 软件 系统 已 经 投 人 实际 应 用 . 


7.1 数字 图 像 表 示 
由 于 计算 机 具有 大 容量 的 存 喧 器 和 高 速 处 理 器 ， 以 及 强 


nde $n: Dum. csi qui 
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有 力 的 软件 支持 ， 哥 证 了 信息 候 理 的 高 速度 且 能 达到 希望 的 精度 . 同时, 通 
at BEE KEE OT LAE PAE BRIE RA INA. 因此， 图 像 的 数字 处 理 方 
AMAA A EA He 3E ERGE. 

STR ES RET LUI EAH] 2 ZG PAR f(x ,y) 来 表示 ,x ,y 坐标 标记 了 图 
RMPAN ME. f, y) 则 表示 在 点 (x ,y) 的 灰 度 值 .我 们 称 这 样 的 矩阵 元 素 
为 像 元 或 像素 . 

对 于 彩色 图 像 , 每 个 像 元 是 用 3 个 基 彩 色 分 量 : 红 (RR), 绿 (G). 茧 (B) 三 
色素 表示 .为 了 更 有 效 地 编码 ,彩色 图 愉 也 能 用 亮度 (Y) 和 人 色 度 (17 和 TV) 来 
表示 .按照 PAL 标准 ,从 R,G, BHY, U,V 的 转换 式 是 : 

Y = 0.299R + 0,587G + 0.114B, 

U ——0.147R - 0.289G + 0.4378, 

V = 0.615R — 0.515G - 0.1008. 
这 样 ,一 个 数字 彩色 图 像 ,可 视 为 对 应 到 了 个 分 量 的 3 个 和 矩阵 ,而 数字 化 的 电 
视图 知 出 是 这 种 图 像 的 序列 

图 像 包 含 大 量 数据 ,例如 CCIR 对 数字 电视 图 像 推 荐 的 601 标准 是 指定 
720 线 , 每 线 中 的 像 元 数 依 赖 于 所 使 用 的 电视 模式 ,对 于 PAL 则 是 576 像 元 . 
为 了 表现 每 个 像 元 灰 度 值 的 差异 ,还 要 第 三 维 一 一 像 元 色彩 的 浓度 , 它 由 表 
示 每 个 像 元 灰 度 级 的 bit 数 来 反映 ,对 于 彩色 分 量 13. 8bit. 以 PAL Ox 81, — 8g 
ERAH 720 x 576 x 24bit, 比 1,2Mbit 还 要 多 ,这 是 一 张 高 密 软 盘 的 存 凡 量 . 
而 在 实时 电视 图 像 中 ,每 秒 有 25 Wia tE EH. 对 于 卫星 和 还 感 图 春 ,其 数据 量 
更 加 惊人 . 以 TM 图 像 为 例 ,通常 是 局 一 时 刻 由 对 应 不 向 波段 的 传感器 接受 地 
面 信 息 面 得 不 同 图 父 , 常 用 的 通道 有 6 个 .一 幅 图 像 合 有 5700 x 6920 x 8 x 
6bit ,接近 240Mhit ,实在 是 太 庭 大 了 . 

然 面 ,表现 图 像 的 数据 又 存在 较 强 的 相关 性 .因为 从 统计 观点 出 发 , 某 像 
元 的 灰 座 值 总 是 和 局 图 其 他 的 像 元 灰 度 值 有 茶 种 关系 ,这 称 为 空间 相关 或 空 
间 元 余 . 应 用 某 种 编码 方法 提取 并 减少 这 些 相关 性 , 便 可 实现 图 像 信 息 的 数据 
压缩 ,在 运动 狠 像 中 , 帧 之 阁 的 相关 性 更 强 ,这 称 为 时 间 相 关 或 时 间 完 余 . 对 于 
静止 图 像 压 缩 ,其 目的 是 尽 可 能 称 去 空间 元 余 , 而 对 于 运动 的 电视 图 像 , 则 是 
将 空间 元 余 和 时 间 元 余 都 尽 可 能 称 去 ,以 达 色 高 的 压缩 比 . 另 一 方面 ,在 许 包 
情况 下 , 重 构图 像 的 终端 接受 者 是 人 的 眼睛 ,而 人 的 视觉 系统 接受 信息 能 力 是 
有 限 的 ,如 灰 度 分 辨 率 和 空间 分 辩 率 都 不 是 太 高 .即使 是 记录 或 显示 设备 ,也 
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往往 受 本 身 限制 ,只 能 接受 某 种 程度 量 的 信息 而 不 能 全 部 接受 .所 有 这 些 , 都 
可 在 图 像 压 缩 中 加 以 充分 利用 . 


7.2 图像 分 形 基 编 码 


7.2.1 图 像 分 形 基 编码 思想 


分 形 概念 是 B. B. Mandelbrot 首先 提出 的 .可 以 说 ,由 海岸 线 长 度 测量 中 
反映 出 的 现象 是 引出 分 形 概念 的 一 个 起 因 . 

为 了 测量 某 海 单 线 的 长 度 ,通常 做 法 是 藉 革 个 起 点 开始 .用 确定 长 度 6 的 
BRB PRM REE n] FH Bf E REG) 
去 覆盖 它 .整个 过 程 所 需 的 步 数 或 合子 数 沁 为 NI6). 如 某 段 海岸 线 有 完全 确 
ENKEL MRAR NG) 与 3 成 反比 .这 样 ,将 着 3 取得 越 来 越 小 ,二 (8) 
= NI6ix 人 将 接近 常数 上 .然而 ,实际 试验 结果 并 不 如 此 .通过 取 不 同 的 3 作 
ti XS E ogs, log L (800 ,发 现 长 度 度 量 有 下 述 很 好 的 近似 公式 ; 

L(8) = a8! P, (7.2.1) 
或 


NDS —dL». (7.2.2) 


其 中 a 是 常数 .对 于 通常 光滑 曲线 ,期 望 值 P = 1; 对 于 海岸 线 , 一 般 都 有 也 > 
1, 如 挪威 海岸 线 D = 1.52. 就 是 说 ,对 于 像 海岸 钱 这 样 的 曲线 ,度量 长 度 
LG) SS ER AEBE 5 之 间 有 着 如 (7.2.1) 式 所 示 的 竹 律 关系 .海岸 线 是 一 个 分 
形 ,D 就 是 分 形 的 维 数 .图 像 分 形 基 编码 方法 的 思想 就 是 起 汶 于 海岸 线 长 度 测 
BO GE. 


7.2.2 HL 2E E 8 75 AN 


在 数字 图 像 处 理 系 统 中 ,为 了 有 效 地 获取 和 处 理 数据 , 常 需要 将 2 维 数据 
转换 成 1 维 的 . 对 于 各 种 不 阿 的 应 闲 ,可 采取 许多 种 不 同方 法 ,如 光栅 扫描 {图 
7.2.10)、 皮 亚 诺 扫描 { 图 7.2.2 ) 、. 角 扫描 .间隔 扫描 、 同 办 螺旋 扫描 和 平行 线 扫 
描 等 . 


1 
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一 一 一 一 一 一 一 一 + 一 一 * 一 一 。 


-一 


图 ?了 .2.1 36 i 13 fih 图 7.2.2 点 亚 诺 扫描 
I. 348 32 d ek 


现在 按照 光栅 扫 措 法 将 2 维 数字 图 像 数据 重新 排列 成 序列 x ,i = 1,2, 
3,…:, 它 表示 按 重 排 后 的 第 i 个 像 元 的 灰 庶 值 , 将 其 用 图 形 表 朱 ,容易 发 现 ,由 
像 元 灰 度 值 形成 的 波形 曲线 其 有 类 似 海 崇 线 形状 的 特征 . 
接着 ,用 测量 海岸 线 长 度 的 方法 来 构造 图 像 色 彩 明 暗 度 波 形 曲 线 的 编码 . 
县 某 个 边缘 样本 点 开始 ,由 于 样本 点 是 离散 的 ,在 构造 时 每 次 让 长 唐 为 y 的 量 
尺 两 端 都 落 在 某 样 本 上 ,而 不 是 停留 在 当中 ,如 图 7.2.3 所 示 . 这 样 ， 


O< ry. nc, (7.2.3) 
Ber — & t+ sign y^ — (0, (7.2.4) 
其 中 ， 
Ei =e Ero 
sign = 
=- 1, Sui WV Bis 


iX HD g, FÉ x, FPR RE. 是 第 ;次 测量 时 量 尺 的 投影 距离 . 那 末 ,(z,， 

sign) 可 作为 图 像 的 一 种 编码 ,我们 称 为 分 形 基 编 码 .这 是 一 个 有 失真 的 编码 

法 .由 这 组 编码 值 以 及 起 始点 的 灰 度 值 ,利用 常用 的 更 近 方 法 ,可 以 重 构 出 原 
| 波形 曲线 的 近似 曲线 ,图 7.2.4 为 由 1 阶 插值 重 构 的 波形 曲线 . 
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图 7.2.3 MR 48 52 BY AB OR FE DETE B EX 图 7.2.4 Hr 1 阶 插 值 重 构 的 波形 曲线 

2. 分 形 基 编码 法 的 特点 

(0) REAR y > 1 ,就 可 以 达到 信息 压缩 中 的 .我 们 称 y 为 压缩 比 的 
可 控 因 子 . 当 y 越 大 时 ,压缩 比 也 越 大 ,当然 , 重 构 图 像 的 质量 可 能 差 些 . 

(2) 由 于 sign 是 符号 函数 ,可 用 Ibit 来 表示 , 这样, 对 于 压缩 后 的 信息 存 
K^, OTS bic 数 是 ay PLL + log; (Y + y)]. 可 以 看 出 ,压缩 比 大 小 与 图 像 的 分 形 
维 数 D 有 关 ,一 般 来 说 ,了 越 大 ,压缩 比 越 小 . 

C3) 从 图 像 波 形 曲 线 可 以 看 出 ,对 于 同样 大 小 的 量 尺 长 y, 在 平坦 区 段 ,如 
图 7.2-3 中 的 rs ~ xz,17, 跨 越 的 7 大 ,压缩 比 就 高 , 重 构 后 的 图 像 质量 也 好 ; 
而 在 圣 突 边界 ,如 zj Sry ZE ERA z 小 ,不 但 压缩 比 小 ,而 且 重 构图 
RERE. 

(4) TE ERI DEP EA r FEAR BO E g 利用 (7.2.4) 式 来 计算 >，，， 
样本 点 的 灰 度 值 gy.) GX — PAR RA A J PS PETAR. EAT REL 
进行 计算 时 ,不仅 需 要 花费 一 定 的 机 时 ,而 且 还 要 将 运算 结果 的 实数 值 伟 人 成 
整数 值 ,实现 的 代价 是 较 高 的 . 


7.2.3 BRS Rt HS n 


HS 8 SS TE E 1 0325 135 EF nF (BRR; — ER PEL PG £6 E BR B HE EEG d e 
1&1 JÉ HHA. P. Pentland! 在 一 个 3 维 曲 面具 有 空间 各 向 同性 分 数 布朗 形 
状 的 假定 下 证 明了 这 个 结果 、. 

定理 7.2.1 对 于 一 个 分 形 曲 面 ,其 图 像 色彩 明暗 度 波形 曲面 也 是 分 形 ， 


pdt ade ma te ne oo te By ou. 
E vU hs. EI. T 
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反之 亦 然 . 
后 米 M. C. Stein?! 又 指出 ,可 以 在 更 弱 的 条 件 下 ,证 明 结论 也 是 对 的 . 


7.3 图像 分 形 基 编 码 实 用 技术 


按照 以 上 所 述 的 编码 解码 方法 ,对 图 像 数据 进行 压缩 处 理 ,一 般 说 压缩 比 
不 高 , 重 构图 像 质 量 也 差 . 现 提 出 下 面 的 改进 技术 . 


7.3.1 编码 值 的 快速 确定 


1. dx Abd 


TF) =s y- r, Oey. (7.3.1) 
FA 24 Bi EE SK BE g 和 随后 相继 [y 1] 个 像 元 的 灰 度 值 z,e, 
xfi+ PHS TFC) 进行 比较 ,满足 
ig; 一 和 rr (7.3.2) 
的 第 一 个 整数 r 就 是 编码 中 的 z, ,相应 的 符号 丽 数 sign 也 可 以 立即 求 得 . 
由 于 (7.3.1) 式 的 计算 结果 是 实数 ,而 1 g, 一 zi l RREN, STIR 
计算 复杂 性 ,我 们 构造 一 个 表 , 来 代替 函数 TEC XO 的 计算 , 称 为 TF 表 ( 或 称 
TF 数列 ) .例如 当 9 = 15 时 ,可 取 TF 表 为 ; 
TF(x) = 15,15,14,13,13,11,9,8,7,5,4,4,4,4,4,4. (7.3.3) 
在 实际 应 用 中 , eR RE AO ERR FEL IC GR SE ME TF 
表 . 
2. É i£ 
TE Bi £x B9 BE MA EE oy TT > E PE B UR 3E ,可 选用 小 的 量 尺 长 y 以 及 
相应 的 TF 表 ; 相 应 地 ,在 平坦 区 段 ,可 启用 大 的 y 以 及 TF 表 , 以 增 大 压缩 比 . 


7.3.2 RIERA EB RB 


RACK , 愉 一 个 区 域 穿 过 边界 进 人 另 一 区 域 ,由 于 像 元 灰 度 值 的 
变化 ,在 图 像 色彩 明暗 度 波 形 曲线 上 必然 呈现 出 强烈 的 上 下 择 动 ,这 是 造成 原 
编码 法 压缩 比 不 高 的 主要 原因 .但 从 图 像 上 可 以 发 现 , 除 位 于 边界 上 的 像 元 以 
外 ,一 个 区 域内 某 像 元 灰 度 值 与 其 邻近 像 元 灰 度 值 之 间 差 蜡 不 大 .而 皮 亚 诺 扫 


CT Ter ae ee re 
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TK BIRT Ai Pe AT AE] FH o d Es PER da V5 TE EE . 

EE E VÉ Hi £x E 1890 FEKAR ER H ER. xx Bl RT EL F3 f 
n 维 空间 ,而 由 扫描 所 形成 的 1 维 序 列 上 保持 了 原 数 据 空 间 某 些 空间 连接 特 
征 . 简 单 地 说 , 皮 亚 诺 曲 线 有 下 述 两 个 重要 特性 : 

《1 保持 了 空间 的 连接 性 , 即 在 1 维 序列 中 相 邻 的 像 元 在 空间 上 一 定 也 是 
T8 38 fr] . 

(2) 原 数 据 空间 中 的 像 元 和 扫描 形成 的 曲线 元 素 之 间 是 1 一 1 对 应 的 . 

这 两 个 特性 正 是 我 们 为 改进 诛 编 码 法 所 期 待 的 . 

研究 证 实 , 皮 亚 诺 曲线 是 分 形 曲 线 ,分形 维 数 D = 2. 现 在 有 许多 种 生成 
皮 亚 诺 曲 线 的 方法 .如 : 

S.Dubuc(1990 年 ) 基于 LFS 理论 用 9 个 蝎 数 系 生 成 的 方法 ; 

A. J. Fisher( 1986 ^E) 用 选 代 法 生成 的 方法 ; 

R.J. Stevens 等 (1983 F) 枸 造 种 子 曲 线 ,用 递归 法 生成 的 方法 ; 

杨 昆 明 等 (1988 年 ) 用 递归 法 生成 的 方法 . 

我 们 考虑 将 皮 亚 诺 扫描 用 于 留 像 数据 压缩 的 目的 ,特别 是 还 需要 重 掏 图 
像 ,而 选 代 法 不 适合 这 个 要 求 , 故 采 用 递归 范 . 先 构 造 4 x 4 基 据 ,由 这 个 基 块 
容易 生成 8 x 8 扫描 块 ,进而 构造 16 x 16 扫 描 块 , 见 图 7.3.1 与 图 7.3.2 .这 种 
扫描 抉 的 大 小 是 比较 合适 的 选择 . 

按照 皮 亚 诺 扫 措 法 形成 的 图 像 色 彩 明 暗 度 波形 曲线 是 较 平 坦 的 .这 样 ,用 
分 形 基 编码 法 就 可 获得 较 大 的 压缩 比 . 


7.3.1 4x4 7.3.2 8x8 5 16x 16 1318 1h 


* 252 + 分 形 几 何 理 论 与 应 用 


7.4 ”软件 简介 


TR CURI FH Ec (8t 2) 3E SG i Sis Sas HE ERIS DEL TM. 进行 了 实际 处 理 . E 
AB ELTE 10: 1 一 15 : 1, 统 计 平 均 相 对 误差 在 2% ~ 3% , 重 构 图 像 有 很 好 的 视 
觉 效果 ,保持 原始 图 像 的 地 理 特征 ,满足 各 种 分 类 要 求 . 将 这 个 方法 应 用 于 
NOAA 图 像 以 及 红 由 云图 和 雷达 回 波 等 ,都 达到 同样 效果 . 

对 于 这 项 技术 ,目前 我 们 是 用 软件 实现 ,可 在 微机 或 工作 站 上 运行 , 系统 


结构 图 如 图 7.4.1 所 示 ， 
im m eo d 分 形 RE ir JL d = RHEE 
BERA foe 扫描 模块 frol SRR -cr EEH | for] 显示 输出 
E 1 框 > E3 HE 4 HE 5 


图 7.4.1 系统 结构 图 

对 图 7.4.1 的 系统 结构 图 作 辑 下 说 明 : 

fe 1: 接 受 来 自信 息 中 心 的 磁带 或 磁盘 图 像 ( 原 转 像 ) 数据 . 

框 2: 将 输 和 人 的 2 维 图 像 数 据 按 7.3 节 中 介绍 的 15 x 16 扫描 块 方法 ,变换 
成 1 维 的 图 像 信 息 , 即 皮 亚 诺 曲 线 . 

框 3: 将 转 像 色彩 明暗 度 波 形 曲 线 按 7.2 节 中 提供 的 方法 ,结合 7.3 节 中 介 
REP CTS ,快速 生成 分 形 基 编码 ， 

框 和 :将 上 面 两 个 框 的 处 理 步 骤 按 道 向 次 序 进行 ,选择 适当 的 播 值 法 构造 
出 2 维 图 像 信 息 ,所 得 结果 是 输入 图 像 数 据 的 一 个 近似 . 

框 $: 使 用 图 像 软 件 ,将 重 构图 像 在 计算 机 上 是 示 ,或 利用 专用 设备 将 重 
构图 像 打 印 输出 . 

这 项 工作 是 国家 “ 八 五 ” 攻关 课题 中 的 于 课题 ,1994 4p p RRR A 
感 图 像 处 理 的 实际 应 用 . 该 课题 荣获 1996 年 中 国 科 学 院 科技 进步 一 等 奖 和 
1997 年 国家 科技 进步 二 等 紫 。 

基于 这 个 软件 ,我 们 已 推出 图 像 分 形 基 编 码 压 短 软 件 包 .系统 分 成 3 级 ， 
第 一 级 是 基于 原 图 像 的 信息 丧 ,应 用 数学 变换 组 成 无 失真 编码 法 ,对 时 感 图 像 
编码 率 达 到 45% 一 55% ;第 二 级 是 高 保 真 ,编码 率 达 到 55% — 65% ;第 三 级 


AEP at LAS ， cuba alga bon 
E o Bae 0 os ARE (m c 
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是 分 形 基 编码 ,编码 率 在 90% — 95% .此 软件 包 对 于 遥感 .气象 等 广 池 领 域 都 
是 适用 的 ,图 像 分 形 基 编码 压缩 技术 在 生物 .医学 .通信 工程 .军事 .公安 业务 
以 及 计算 机 科学 中 都 有 广泛 的 应 用 前 车 . 


7.5 ”分 形 的 计算 机 生成 


7.5.1 分 形 的 计算 机 生成 动态 图 形 演 示 


分 形 研 究 离 不 开 计 算 机 .无 论 是 有 关 分 形 的 计算 ,还 是 分 形 原 图 像 显 东 ， 
都 要 异 助 计算 机 的 帮助 .从 另 一 个 角度 说 ,分 形 的 进展 久 极 大 地 丰富 了 计算 机 
图 形 学 的 内 容 ,在 计算 机 上 作 自 然 旭 物 的 仿真 模拟 便 是 重要 例证 之 一 ， 

分 形 的 生成 , 须 结 合 图 例 进 行 .我 们 也 生成 了 如 下 软件 并 在 计算 机 屏幕 上 
演示 它们 的 图 形 . 

(1) Mandelbra 集合 与 Julia BAM ORE. 

(2) X 2 Wik May 模型 } 产生 的 局 期 倍增 现 全 以 及 从 混沌 到 有 序 的 演 
TRER. 

(3) 计算 机 动画 与 计算 机 辅助 教学 系统 . 

(4) 反映 第 十 一 属 亚运 会 的 & 体 育 大 舞台 少 电 影 的 片头 ;中 央 电 视 台 等 日 
播放 的 $4 新 闻 联 播 》 电视 节目 片 法 等 . 

(5) 为 申办 2000 年 奥运 会 而 制作 的 北京 未 来 交通 ,设施 、 场 久 3 维 动画 
{与 香港 先 涛 公司 等 单位 合作 }. 

(6) 计算 机 辅助 制作 教学 动态 演示 电 帘 片 《立体 构 成 康 理 $ 等 . 

1993 年 11 月 在 美国 Minneapolis 召开 了 第 四 届 国 际 电 子 艺术 学 术 会 议 
(Fourth International Symposium on Electronic Art), BANS iV 89 A, Bi 3E E tt 
FS, Ry AR .数学 家 URL SE AE ed e oes dE PETER ERES 
应 用 的 企业 家 .在 分 组 报告 中 LIES FE ZETA SPI I di db 91 AE Bg Er AG a 
T, €E Martin Herman 的 文章 Deterministic Chaos, Iterative Models, 
Dynamical Systems and Their Applications 之 中 ;HH.Fergusos 的 定 有 数学 内 涵 的 
艺术 和 作品 ,K.G.Suffern 的 Chaosand Computer Art, 以 及 专题 介绍 Computer 
Aided Music, Sensors and Fractals 等 等 ,与 分 形 儿 何 和 分 形 物 理 关 系 密切 . 这些 
eR THRACE sir Bl PE dà, Re PRE. 


ema uc uL eed A doli. 
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7.5.2 分形 生成 的 典型 方法 :L 系统 与 IFS 方法 


1 LRA 

A. Lindenmayer 于 1968 年 提出 研究 植物 形态 与 生成 的 描述 方法 ,后 来 发 
展 成 一 套 形 式 语言 , 称 为 工 系 统 .最 简单 的 类 型 称 为 DOL 系统 : 

令 六 表示 字母 表 , V Kom V EMR RRS UU 38c-«v, 
WW ,PP 放 ,w 为 一 个 韭 空 单词 ,P 为 产生 式 的 有 限 集合 ,产生 式 写 为 4 一 x,a 与 
x 分 别称 为 产生 式 的 前 驱 和 后 继 . 规定 对 任何 字母 a E WW, 至 少 存在 一 个 非 空 
单间 zx ,使 得 a 一 x+. 着 对 给 定 的 前 驱 a C V 无 明确 解释 的 产生 式 , 则 规定 a 
— a 这 一 特殊 产生 式 属于 也. 对 每 个 a EE V, 当 且 仅 当 有 一 个 非 空 单词 xz, 使 a 
一 工 :那么 说 这 个 系统 是 确定 的 , 记 为 DOL 系统 .以 上 的 字符 解释 为 : 

开 : 疝 前 物 一 步 , 步 长 为 过 ,并 画 一 直线 段 ; 

tid 6 fA GER AA at et A) 

-6 te 6 $8 A re] ff os Mc ep 75 I8 ; 

[ :将 当前 状态 压 人 堆栈 ; 

]: 从 堆栈 中 弹出 一 个 状态 作为 当前 状态 . 

如 果 建 立 空间 的 L 系统 ,转角 情形 木 这 么 简单 ,必须 引 人 人 其 他 字符 ,如 53， 
A,\./,1,1,G.° 等 ,各 有 一 定 的 解释 . 

L 系统 自然 推 1 到 含 参 数 的 情形 AS RL 系统 .如 果 对 针 个 产生 式 
引 人 和 人 相应 的 概率 , 则 有 随机 L 系统 等 等 . 


2. IFS 方法 
AF IFS 方法 ;-- 个 2 维 的 IFS 由 两 个 部 分 组 成 , 即 仿 射 变换 的 集合 : 
| Terps XUP.TTT WIN | ` 
及 概率 集合 : 
PISA 
变换 W, 是 压缩 的 ,其 Lip 常数 为 5 .如 果 满 足 条 件 : 
ss D <1. 


则 说 这 是 一 个 IFS BS. 
分 形变 换 理 论 , 主 要 基 局 部 IFS 理论 . 分形 生成 的 照相 机 算法 是 完成 迭代 
过 程 : 


和 (S8 fe PURUS M 


BEB ”图 像 分 形 革 编码 与 压缩 技术 > 255 + 


Agi = U W.CA,), n 二 [了 


Ag C R? 为 平面 上 纵 PEMER, 通常 认为 它 是 紧 集 . 如果 d W, |Æ ES R, i 
| A, | #2 Hausdorff E Eti Sir ggg si. 
在 计算 机 上 用 上 工 系 统 及 IFS 方 法 生成 的 闭 形 可 用 幻灯 片 演示 . 


7.5.3 ” 数 与 形 的 表示 


重新 考虑 我 们 采用 的 记 数 法 和 坐标 系 ,可 能 会 有 新 的 看 法 . RIII A- 
种 特别 的 数 基 ,会 观察 到 复 平面 上 的 分 形 结 

车 用 0 和 有 限 个 自然 数 作 为 数字 符号 ,在 复数 基 上 之 下 ,所 有 高 斯 整数 都 
能 得 到 表示 , 则 称 o 为 恰当 基 , 如 5 = 一 1+ MER YE Re = 1-2. 
不 是 恰当 基 ,问题 是 在 上 = 1- 之 下 ,复数 被 表示 和 不 能 被 表示 的 ,在 复 平面 
上 是 如 何 分 布 的 ? 

分 析 与 给 图 表明 ,可 表示 与 不 可 表示 的 数 在 复 平面 上 各 自 形成 区 域 ,其 边 
界 为 分 形 . 

此 外 ,还 应 考虑 下 面 这 些 基 本 问题 :坐标 问题 , 低 维 到 高 维 乃 至 无 穷 维 的 
绘图 问题 ,以太 计算 几何 学 的 造型 技术 与 分 形 几 何 学 的 造型 技术 相 结合 的 问 
题 等 等 . 
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